Lgsningsforslag  MET 1180 Matematikk for sivilgkonomer

Dato 27. mai 2024 kl 0900 - 1400
Oppgave 1.
(a) Vi bruker kofaktorutvikling langs fgrste rad for & regne ut determinanten:
1 1 2
1 a 0/=1(a*-0)—1(a—0)+2(1 —a®) == —a® —a +2
a 1 a
Ved & faktorisere (f.eks. via abc-formelen), far vi at vi kan skrive determinanten som |A| =
—(a—1)(a+2).
(b) Nar a =2 er det(A) = —22 — 242 = —4 # 0, dermed har A en invers matrise gitt ved
T
1 (€ Ciz Cis
AT = A Co1 O Ca3
Cs1 Cs2 Css
der Cj; er kofaktoren til A i posisjon (7,5). Med a = 2 er den inverse matrisen gitt ved
11 2 L[4 2 3\ [~ 0 4
A=1[1 20 :A*lz—4 0 -2 1] =12 2 =2
2 1 2 B -4 2 1 3 -1 -1
(c) Merk at,
A'x=b
AA™x = Ab
Ix = Ab
x = Ab
Altsa kan vi lgse likningen ved & regne ut Ab:
1 1 2 1 1+2+6 9
x=Ab=|1 2 0 21 =(1144+0]) =15
2 1 2 3 2+2+6 10
Oppgave 2.
(a) Vi skriver ned den utvidede matrisen til systemet, og bruker elementaere radoperasjoner:
12 2 —-1]0 1 2 2 —-1] 0 1 2 2 —-1]0
11 -1 0|-2 10 -1 -3 1 |-2] —- [0 -1 -3 1 |-2
3 4 8 -9 12 0 -2 2 —6]12 0 0 8 -—-8]|16

Resultatet er en trappeform, og vi har markert pivotposisjonene som bla. Det er dermed uende-
lig mange lgsninger, med w fri nar vi skriver x = (z,y,z,w) for de ukjente. Vi finner lpsningene
ved baklengs substitusjon: Fra siste likning finner vi 8z —8w = 16, eller z = 24 w. Neste likning
gir —y—3z+w=—-2,ellery=2-3z2+w=2-324+w)+w=2-6—-3w+w=—-4—-2w.
Forste likning gir 2 +2y + 2z —w =0, eller s =w — 2y — 2z = w — 2(—4 — 2w) — 2(2+w) =
w+ 8+ 4w — 4 — 2w = 4 4 3w. Lgsningene til det linesere systemet kan dermed skrives

4+ 3w 3 4
42w 9 4

X= 94w [TY1|T] 2
w 1 0

der w er en fri variabel.
(b) Fra (a) har vi at

(44+3w)vi + (-4 —2w)va+ 2+ w)vs+wvy =b

for alle tall w. Hvis vi lar —4 — 2w = 0, altsa w = —2, far vi at
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4+3-(-2))vi+0-vo+ (24 (—2))vz+ (=2)vy =b.
Altsa er

—2V1 — 2V4 =b

en mate & skrive b som en lineserkombinasjon av vi,vs og vy pa. Alternativt kan vi lgse
vektorlikningen x1vy + x3v3 + x4v4 ved & skrive den som et linezert system og bruke Gauss-
eliminasjon.

Oppgave 3.

(a)

(b)

Vi bruker delvis integrasjon der vi integrerer e~ og deriverer x. Dermed far vi
/xe_”" der = —e"2x — /(—e_””) lde = —xe ™™ + /e_“; de=—-ze*—e "4+ C

Vi faktoriserer nevneren i integranden, for eksempel via abc-formelen, og far at

2?42 —6=(x—2)(x+3).
Vi bruker deretter delbrgksoppspaltning til & forenkle uttrykket som skal integreres. Fra fak-
toriseringen av nevneren, kan vi skrive integraden pa fglgende mate:

3x+4 _ 3x+4

24+x—-6 (r—2)(z+3)
Vi vil finne tall A og B slik at

3x+4 A B

= + = 3r+4=Ax+3)+B(zx—-2)=(A+B)r+ (3A—-2B)

(x—2)(x+3) x—2 z+3

(d)

Dette gir A+ B = 3 og 3A — 2B = 4 ved & sammenligne koeflisientene foran hvert ledd pa
venstre og hgyre side. Vi far A =3 — B og dermed 3(3 — B) — 2B = 4 eller —5B = —5, altsa
B = 1. Dette gir A =3 — 1 = 2. Integralet blir da
3x+4 2 1
/H dx—/(—i—) de =2In|z —2|+Injz+3]+C
2 +x—6 r—2 x+3
Vi bruker substitusjonen u = /z 4+ 1, med du = 51-dz. Merk at fra substitusjonen, er

2Vz
vz =u — 1. Dermed kan vi skrive dz = 2(u — 1) du. Vi regner ut de nye integrasjonsgrensene

etter substitusjonen: x = 0 som gir at u = Vo+1=1 og x = 1 som gir at u = Vi+1=2
Fra dette far vi:

LR | 21 2 2 2
/ dx:/ —2(u — 1) du:/ (27 f) du = [2u721n|u\] B
0o vVr+1 1 u 1 U u=l

Ved & sette inn de nye integrasjonsskrankene finner vi at

1
1
/ dr=(4-2In2)—(2—-2In1)=4—-2In2-24+0=2—-2In2
0 .’L'+1

Samlet naverdi for leie i lgpet av de fgrste 5 arene er gitt ved:

5 5 5 5
/ I(z)e ™ dz = / 200 - 1,047 %962 4 = 200 / (el L0y =006z .. — 900 / e(In 1,04-0,06)z 4,
0 0 0 0

Ved & antiderivere, finner vi at

5
/ I(z)e™ ™ doz = 200 [e(ln1,04—0,06)m]5 — &(65(1n1,04—0,06) _ 1) ~ 950
0

In 1,04 — 0,06 =0 " In1,04 — 0,06



Oppgave 4.
(a) De partiellderiverte til f(z,y) = 9(x — 3)% + 4y er f. = 18(z — 3) og fy = 8y. Dermed er
forsteordensbetingelsene f; = 0, f; = 0 gitt ved
fo=18x-3)=0 = x=3,
fy=8=0 = y=0

Dermed har vi kun ett stasjoneert punkt for f:

(z,y) = (3,0).

Hessematrisen til f i et generelt punkt er gitt ved

1 1" ].8 O
i) =\

Det stasjoneere punktet er (z,y) = (3,0). I dette tilfellet er Hessematrisen uavhengig av punktet,
sa

e =y 3)

Vi ser at det(H(f)(3,0)) =18-8—0-0> 0 og tr H(f)(3,0) = 18 + 8 > 0. Dermed er (3,0) et
lokalt minimum for f.
(b) f(x,y) = 9(z — 3)? + 4y = 1 kan omskrives til
x — 3)? >
@32
(3) (3)
Dette gjenkjenner vi som standardlikningen til en ellipse med sentrum i punktet (3,0) med
horisontal halvakse % og vertikal halvakse %
Vi kan gjgre tilsvarende omskriving for ¢ =4 og ¢ = 9. For ¢ = 4 far vi:

=1.

9z —3)2+4y°> =4

(=32 v _,
(3) (3)?
Ved & dele pa 4 pa begge sider av likningen, far vi (32532)2 + (g; = 1. Altsa,
Y 2
@=3° v _
Gr

Dette gjenkjenner vi som standardlikningen til en ellipse med sentrum i (3,0), horisontal
halvakse % og vertikal halvakse 1. Dette er en stgrre ellipse enn den pa niva ¢ = 1. Tilsvarende

regning for ¢ = 9 gir 9(z — 3)% + 4y? = 9, som kan omskrives til (T;’Q)Q + % = 1. Altsa,
3 2
r—3 2 2
( = )’ Vo1
(3)

Dette er standardlikningen til en ellipse med sentrum i (3,0), horisontal halvakse 1 og vertikal
halvakse % Nok en gang er dette en storre ellipse enn den pa niva ¢ = 4.

For ¢ = 0 far vi 9(z — 3)%2 +4y? = 0. Siden 9(x —3)? > 0 og 4y* > 0 for alle (x,y), betyr dette
at vi ma ha z —3 = 0, altsd x = 3 og y = 0. Dermed er nivakurven for ¢ = 0 bare punktet (3,0).
Dette er sentrum i ellipsene over. I Figur |1 er nivakurvene tegnet i samme koordinatsystem.

Fra nivakurvene ser vi at hvert niva for funksjonen f svarer til en ellipse i xy-planet. Jo stgrre
ellipse, jo hgyere funksjonsverdi. Siden funksjonen er definert for alle (x,y) betyr dette at det
ikke fins noe maksimum: Vi kan alltid tegne stgrre og stgrre nivakurve-ellipser som svarer til
hgyere og hgyere funksjonsverdi. Derimot ser vi at f har et minimumspunkt i (z,y) = (3,0).
Fra (b), vet vi at dette svarer til nivd ¢ = 0 = f(3,0). Merk at dette minimumspunktet er det
samme som det vi fant i (a).
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Oppgave 5.
(a) Vi bruker Lagranges metode med £ = x2y? + 222 + y? — A\ (2% + ¢/?
punkter. Lagrange-betingelsene er

05f —

05 N —

FiGgur 1. Nivakurver for f.

L
3.8

05

F1GURr 2. Nivakurver for f med begrensningen.

L= 2xy? + 4z — 22z =0
E;:2x2y+2y—2)\y:0
z? +y? =33

L
3.8

(c¢) Begrensningen x 4+ y = 4 kan skrives som y = 4 — x. I Figur [2| er grafen til denne funksjonen
tegnet i samme koordinatsystem som nivakurvene.

Begrensningen betyr at vi kun far velge blant punkter pa grafen til y = 4 — z. Fra figuren
ser vi at optimeringsproblemet med begrensningen fortsatt ikke har noe maksimum: Vi kan
komme oss til en vilkarlig stor nivakurve-ellipse ved & fglge den rette linja. Derimot har optime-
ringsproblemet med bibetingelsen et minimum. Dette finner vi ved & tegne en nivakurve-ellipse
som tangerer den rette linja. Tangeringspunktet vil vaere minimumspunktet. Fra figuren ser vi
dette punktet ligger mellom nivakurven pa niva ¢ = 1 og niva ¢ = 4, sa fiui, er mellom 1 og 4.

Merk at den tilhgrende minimumsverdien for det begrensede optimeringsproblemet vil veere
storre enn den vi fant i det tilsvarende ubegrensede problemet.

— 33) for & finne kandidat-



Vi har tre tilfeller:
e Dersom z,y # 0 kan vi dividere med hensyn pa hhv. 2z og 2y, og dermed lgse de to fgrste
likningene for A. I sa fall far vi:

A=y?+2=2%+1
Altsa er 22 = y? + 1. Vi setter dette inn i bibetingelsen, og far 22 + 32 = ¢y> + 1+ 1% =

29241 =33,5832 =16 = y =+4. Altsder 2> = 3> +1 =16+1=17,sd 2 = +/17. Vi
regner ut tilhgrende \ fra f.eks. A = y? +2 = 16 + 2 = 18. Dette gir fire kandidatpunkter:

(V17,4;18),(V17, — 4;18),(—V17,4; 18),(—V/17, — 4; 18).
De tilhgrende funksjonsverdiene er

F(VIT,4) = fF(V1T,—4) = f(—V17,4) = f(—V17,-4) =16 - 17+ 2- 17 + 16 = 322

e Hvis z = 0, holder fgrste likning automatisk. Fra andre likning far vi at 2y — 2A\y = 0,
altsa y(1 — \) = 0. For at dette skal holde m& y = 0 eller A = 1 (eller begge). Hvis y = 0,
kan ikke bibetingelsen holde, siden vi da far z? + 4% = 0% + 0% # 33. Derimot er A = 1
mulig. I sa fall finner vi y ved & lgse 02 4+ y? = 33, som gir y = ++/33. Kandidatpunktet
blir altsa (x,y; ) = (0, & v/33; 1). Tilhgrende funksjonsverdi er (0,4 v/33) = 33.

e Hvis y = 0 gir tilsvarende argument at eneste mulighet er A = 2 med tilhgrende = =
+1/33. Kandidatpunktet blir altsa (z,y;\) = (£v/33,0;2). Tilhgrende funksjonsverdi er
f(£4/33,0) = 66.

(b) Ekstremverdisetningen sier at enhver kontinuerlig funksjon definert over en lukket og begrenset
mengde har et (globalt) maksimum og et (globalt) minimum.

Ekstremverdisetningen kan brukes pa Lagrangeproblemet, fordi f(z,y) er en kontinuerlig
funksjon, og mengden av tillatte punkter er lukket og begrenset: Den er lukket fordi den er
definert ved en likhet (inneholder randpunktene sine). Mengden er begrenset fordi 22 + 32 = 33
er en sirkel med sentrum origo, radius v/33.

(c) Et punkt har degenerert bibetingelse hvis g;, = g;, = 0, hvor g(z,y) = 2?2 + y2. Dette gir
g;:2x:0, g;:2y:0 = zz=y=0
Men punktet (x,y) = (0,0) er ikke tillatt, siden det ikke passer i bibetingelsen; ¢(0,0) = 0 # 33.
Vi konkluderer at det ikke finnes tillatte punkter med degenerert bibetingelse i dette problemet.

Fra Ekstremverdisetningen folger det at Lagrangeproblemet har et maksimum og et mini-

mum, og det mé veere et av kandidatpunktene vi har funnet, siden det ikke er tillatte punkter

med degenerert bibetingelse. Ved & finne stgrste og minste funksjonsverdi blant kadidatpunk-
tene i (a), folger det at maksimumsverdien er fi,.x = 322 i punktene

(z.y) = (\/ﬁ, 4>7 (\/ﬁ, _4)7 (_\/ﬁ7 4); (_\/ﬁv —4)
med A\ = 18. Tilsvarende er minimumsverdien fu,;, = 33 i punktene (z,y) = (0, + v/33) med
A=1



