Lgsning MET 11806 Matematikk for sivilgkonomer
Innleveringsfrist  20. mars 2020 kl 1200

Vi benytter maksimal score 6p pa hver deloppgave og 144p totalt, og grensen for & besta er ca 86p.
Du kan selv fylle ut tabellen nedenfor med dine poeng og regne ut poengsum. Vi legger storst vekt
pa av valg av metode (begrunnet i teori hvis det ikke er opplagt), og gjennomfgring av metode (at
regningen er riktig). Vi legger ikke stor vekt pé at svaret er riktig, og andre mater & skrive svaret pa
enn det som er brukt her kan gi full score. Vi trekker ikke for fglgefeil.

Oppgave 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8 9. Total Karakter A B C D E

Poeng 24 12 12 18 18 18 24 6 12 144 Grenser 130 110 84 66 58
Score

Oppgave 1.

(a) [Ldz=[o71/2dz=220'24+C=2/x+C6P.

b) [HEde=[L % de=[a?—a ' de=—a'—In[zg|+C=—1/z —Infz[+C 6P
) [ de=[-2—-1+:L de=—-12"—2z—-In[1—2z[+C OGP

) [16(3—2)" dz = [16u”-1/(-1) du= —2u®+C = -2(3 —2)8+C 6D,

Oppgave 2.

(a) Vi skriver ned den utvidede matrisen til systemet, markerer forste pivot-posisjon, og gjer
elementacre radoperasjoner som bruker fgrste pivot til & eliminere tallene i posisjonene under:

1 -2 3|6 1 -2 3 6 1 -2 3 6
2 0 —-1]|1 — 0 4 —-7|-11 — 0 4 —-7|-11
-1 -2 6|7 -1 -2 6 7 0 —4 9| 13
S& markerer vi pivotposisjonen i andre rad, og bruker den til & eliminere tallet i posisjonen
under:
1 -2 3 6 1 -2 3 6
0 4 —-7|-11 — 0 4 —-7|-11
0 -4 9| 13 0o 0 2 2

Resultatet er en trappeform, hvor vi har markert alle pivotposisjoner. Det er dermed en lgsning,
og vi finner den ved baklengs substitusjon:

22::2 Z:l
dy—Tz=-11 = 4dy=-11+7(1) y=-—1
r—2y+32=6 = x=6+2(—-1)—-3(1) r=1

Lgsningen er altsa (z,y,z) = (1, — 1,1). 6 P.
(b) Vi skriver ned den utvidede matrisen til systemet, markerer forste pivot-posisjon, og gjor
elementacre radoperasjoner som bruker fgrste pivot til & eliminere tallene i posisjonene under:

1 2 4| 5 1 2 4| 5 1 2 4 5
-3 1 5|5 — 0 7 17110 — o 7 17| 10
5 3 3| 15 5 3 3|15 0 -7 —-17|-10
S& markerer vi pivotposisjonen i andre rad, og bruker den til & eliminere tallet i posisjonen
under:
1 2 4 5 12 4| 5
o 7 17| 10 — 0 7 17110
0 -7 —-17|-10 00 0] 0

24 P.

12 P.



Resultatet er en trappeform, hvor vi har markert alle pivotposisjoner. Det er uendelig mange
lgsninger, med z fri siden z-kolonnen ikke har noen pivotposisjoner, og vi finner lgsningene ved

baklengs substitusjon:
Ty+172=10 = Ty=10—17z y=10/7—-17z/7
x+2y+42=5 = x=5-2(10/7—172/7) — 4z x=15/7+62/7

Lgsningen er altsé (x,y,2) = (15/7 + 62/7,10/7 — 17z/7,z) der z er en fri variabel. 6 P.

Oppgave 3. 12P.

a) Vi deriverer f og finner at

oy BEEEIWERD T (@ 43) 2T+ 1)
(@3 275z + 3)2

r+3-2x—-2yr 3-2yzr—z (1-x)(y/r+3)

2V/r(z+3)2 2y/x(x+3)2 2y/a(z+3)?
For & finne faktoriseringen i teller, har vi satt u = /7, som gir 3 — 21/ —x = 3 — 2u — u?. Dette
uttrykket har faktoriseringen —(u — 1)(u+3) = (1 —u)(u+3) = (1 — y/z)(v/x + 3). Siden f er
definert for x > 0, og alle faktorene i f/(x) bortsett fra 1 — \/z alltid er positive, er f'(z) > 01i
[0,1] og f'(x) <01 [1,00). Det betyr at f er voksende i [0,1] og avtagende i [1,00). 6 P.

b) Siden f er voksende i [0,1] og avtagende i [1,00), s& har f et (globalt) maksimum i z = 1, og
maksimumsverdien er fma.x = f(1) = 2/4 = 1/2. Vi har at f(0) = 1/3 og at f(x) — 0 nar
x — 00. Derfor har f ingen globale minimumspunkt. 6 P.

Oppgave 4. 18 P.

(a) Viregner ut determinanten til A ved & bruke kofaktorutvikling langs forste rad, og far |A| =
1(12+4+1) = 1(8 = 3) + 1(2+9) = 19. Dermed har vi at

T

1 Ci11 Ci2 Cis 1 13 -5 11 1 13 -3 —4
A7l = 7 Cy1 Co Cog = E -3 7 -4 = E -5 7 3 6P.
‘ ‘ C31 Csp Css —4 3 1 11 —4 1
(b) Vi har at
1 2 =3 1 1 1 14 4 —13
ATA=11 3 1 2 3 —-1|=|4 11 2 6P
1 -1 4 -3 1 4 —13 2 18
(¢) Vi har at
1 00 1 1 1 1 00 1 1 1
FEs-Ey-F1-A=FE3-FEy-| -2 1 0 2 3 1] =Fs3 010 0O 1 -3
0 0 1 -3 1 4 3 0 1 -3 1 4
1 0 O 1 1 1 1 1 1
=10 1 O0]-{0 1 -3}]=1(101 -3 6P.
0 -4 1 0 4 7 0 0 19
Oppgave 5. 18 P.
(a) Siden |z| = x for x > 0 og |z| = —x for = < 0, har vi at
1 0 1 1 .10 1 .t
/ || dZE:/ (—x) dx+/ z dz = {—m2] + [3:2] =0+4+(1/2)+(1/2)—0=1 6P.
1 —1 0 2 14 12 ]

3



(b) Vi har at
b b b
1 1 1 1
— dr = SBdr=|—-Z272| =— il
/1 3 T /1 x T [ 2x ]1 202 + 5

< 1 11 1
—dz=1lm (s—=—)== 6P
/1 P bi>r£1<><2 2b2> 2

(c) Substitusjon gir [ze /2 dz = [edu = —e %+ C = —e*/2 4 C = F(z) + C. Siden
F(—b) = F(b), har vi at

Dermed er

o0 2 b 2
/ re /2 dg = lim re /2 dr =0 6P.
— 00

b—o0 —b
Oppgave 6. 18 P.
(a) Determinanten er gitt ved
1 1 a
Al=12 a 4/ =1Ba—4)—-1(6—-4)+a(2—a) = —a*+5a—6=—(a—2)(a —3)
11 3

Vi har dermed at |A| = 0 nér a = 2 og a = 3, og det linezre systemet har eksakt en lgsning
nar a # 2,3. 6 P.
(b) Determinanten er gitt ved

1 11
Al=1{1 a a|=1(a*—-a)—1(a—ad*) +1(1—-a*)=a*—2a+1=(a—1)*
a 1 a
Vi har dermed at |A| = 0 nar a = 1, og det linezere systemet har eksakt en lgsning nar a # 1.
6P.
(¢) Determinanten er gitt ved
t 1 t
Al =1{1 t =1 =t{t*—1) =1t +t)+t(-1—t*) = -4t
t —1 t
Vi har dermed at |A| = 0 nar ¢t = 0, og det linezere systemet har eksakt en lgsning nér ¢t # 0.
6P.
Oppgave 7. 24 P.

(a) Vi bruker delvis integrasjon med u' = 5zv/z = 52%/2 og v = Inx, som gir u = 22°/2 = 222\/x
og v/ =1/, og dermed at

/53:\/3? In(z) dz = 22%y/z In(z) — /2x5/2x1 dz = 222z In(z) — /2353/2 dz

4
= 22%/x In(z) — 5352\/:5 +C 6P.

(b) Vi skriver integralet som [ ze™* dz og bruker delvis integrasjon med v/ = e~ og v = z, som
giru = —e * og v =1, og dermed at

/xe‘” dz =z(—e™") — / I(—e ™) de = —ze " + /ex de=—ze*—e *+C 6P.

(¢) Vi faktoriserer nevner som 4 — x2 = (2 + x)(2 — ), og forenkler uttrykket ved delbrgksopp-
spaltning. Dette gir
2 +2 A B
= 2 2=A(2- B(2
i—2 24e 2-g — T2=AR-o) 4 BRtw)
Det vil si 22 +2 =2(A+ B) + (B — A)z, eller at 2(A+ B) = 2 og B — A = 2. Dette lineaere
systemet gir B = 3/2 og A = —1/2, og integralet blir dermed

2 + 2 11 31 1 3
do= [ —= ° doe=—-In|2+z|- “n|2—z|+C 6P.
/4—x2 v / 273 s T22-g W= Tpl2tal gz al
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(d) Vi bruker substitusjonen v = 1 — /z, som gir du = (—=1/2)z~"/? dz, eller dz = —2\/z du.
Dette gir

= [ Eovm au= [V g [,

—2u? + du — 2 2
:/u+u du:/—2u+4—du:—u2+4u—21nu|—i—C’
u

u

= —(1—vz)2+4(1 - vz) —2In]1 — 2|+ C = —2 — 2¢/z — 2In |1 — Va| + C
I forste linje har vi brukt at u = 1 — /z, eller /o =1 —u. 6 P.

Oppgave 8.

Vi regner fgrst ut determinanten til koeffisientmatrisen A til det linesre systemet, ved & utvikle
determinanten langs forste rad:

t 1
Al=12 1 t|=t(2—t)—1(4—4t) +1(2t —4) =2t —t3 — 4+ 4t + 2t —4= >+ 8 — 8
4t

NGRS

Vi ser at t = 2 gir |A| = 0, og vi finner faktoriseringen
JA| = —(t3 — 8t +8) = —(t — 2)(2 + 2t — 4)
ved polynomdivisjon. Siden #? + 2t — 4 = 0 har lgsningene

—2+v4+16
5 V5

t

er det(A) =0fort; =2,ty = -1+ VB~ 123 ogt3 = —1 — /5 ~ —3.23. Dermed har systemet ingen
eller uendelig mange lgsninger for disse tre t-verdiene, og eksakt én lgsning for alle andre verdier av ¢.
Vi ser fgrst pa tilfellet ¢ = 2, og lgser systemet ved Gauss-eliminasjon:

21 1|2 21 12
2 1 2|2 — 0 0 10
4 2 2|4 00 010

Vi ser at systemet har uendelig mange lgsninger for t = 2, med y som fri variabel. Lgsningene er gitt
ved z=0o0g2r+y+z=2,s0omgir2x =2—y—2z=2—y, eller z =1—y/2. For t = 2 er alts&
Igsningene gitt ved

(r,y,2) = (1 —y/2,y,0) der y er en fri variabel

Vi forspker & undersgke de to andre t-verdiene t = —1 4 /5 samtidig, ved & bruke Gauss-eliminasjon.
Vi bytter forst om pa radene og multipliserer med 2 i siste rad:

t 1 1|2 2 1 t|t 2 1 t|t
2 1 t]|t — 4 t 2|4 — 4 t 2|4
4 t 2|4 t 1 1|2 2t 2 2|4
Sa eliminerer vi koeffisientene under forste and andre pivot:
2 1 t|t 2 1 t t 2 1 t t
4 t 2|4 — 0 t—2 2—-2t|4—-2t — 0 t—2 2—2t 4 —2t
2t 2 2|4 0 2—t 2—t2|4—¢ 0 0 4—2t—t>|8—2t—12

Vi setter sd inn t = —1 ++/5. Daer t — 2 # 0 en pivot i andre rad, og 4 — 2t — t2 = 0 fordi de to

t-verdiene er lgsningene av t? + 2t —4 = 0. Men 8 — 2t — t? # 0, og systemet har derfor ingen lgsninger

for t = —1 4 +/5. Vi kan ogsé se dette ved & sette inn tilnsermingsverdier for t = —1 £ /5 og gjore

Gauss eliminasjon med tilnzermingsverdiene. For alle andre verdier enn ¢t = 2 og t = —1 4+ +/5 er det
5

6P.



eksakt én lgsning, og vi finner den ved hjelp av Kramers regel:
1

—_

2
—t(t — 2) t
t 1 t|=—t>+2t = — —
L i 9 * T r2t—4) i 4
t 21
—2t(t — 2) 2t
2t t| =22+ 4t = = =
D49 * YTt rot—4) 2124
t 102
2 1 t|=—1"+12t—16 L o2y -2+
4 -2+ 2t—4)  £2+2 4

For & forenkle uttrykket for z, har vi brukt at —¢3+12t—16 har et nullpunkt i ¢ = 2, og polynomdivisjon
gir —t3 4+ 12t — 16 = (t — 2)(—t2 — 2t +8) = —(t — 2)%(t +4). 6 .

Oppgave 9.
a) Vi undersgker om vy er en linezerkombinasjon av de farste tre vektorene ved & lgse vektorlikningen

v4 = xv] +yva + zvs. Dette gir et linezrt likningssystem med folgende utvidede matrise, og vi
starter Gauss-prosessen:

1 3 2| 1 1 3 211 1 3 211
2 -1 0112 0 =7 —41]10 0 -1 2| 4
1 2 41 5 0 -1 2| 4 0 -7 —4110
3 1 3|16 0 -8 =313 0 -8 —-3]|13
I den siste radoperasjonen bytter vi om andre og tredje rad. Vi fullferer sa Gauss-prosessen:
13 2] 1 1 3 2 1 1 3 2 1
0 -1 2| 4 0 —1 2 4 0 —1 2 4
0 -7 —4(10] 7 fo o —18|-18] 7 |o o —18[-18
0 -8 —-3|13 0 0 —-19|-19 0 O 0 0

Vi ser at det lineere systemet har en lgsning, og v4 er derfor en linezrkombinasjon av vy, vo, vs.
Vi finner lgsningen til det linezre systemet, som er gitt ved

—18z = —18 z=1
—y+2z2=4 = —y=4-2(1) y=—2
r+3y+2z2=1 = zx=1-3(—-2)—-2(1) xr=05

Lgsningen er altsa (z,y,z) = (5, — 2,1), og det betyr at v4 = 5v; — 2vy + v3. 6 P.

b) Siden vektoren v4 = 5v; — 2vy + v3 er en lineserkombinasjon av de andre kolonnevektorene i A,
sd er |A| = 0. Det betyr at

det(ATA) = det(AT) det(A) = det(A)det(A) =0 6P.

12P.



