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Oppgave 1.

a) Vi skriver ned den utvidede matrisen til systemet, markerer forste pivot-posisjon, og gjor ele-
mentaere radoperasjoner som bruker fgrste pivot til & eliminere tallene i posisjonene under:

1 2 411 1 2 4] 11 1 2 4|11
4 8 1240 — 0 0 —4|—-4 — 00 —4|—-4
5 10 16|51 5 10 16| 51 0 0 —4|—-4
54 markerer vi pivotposisjonen i andre rad, og bruker den til & eliminere tallet i posisjonen under:
12 411 12 4|11
00 —4|—-4 — 0 0 —4|—-4
00 —4|—-4 00 0] O

Resultatet er en trappeform, hvor vi har markert alle pivotposisjoner. Det er dermed uendelig
mange lgsninger med y fri siden y-kolonnen ikke har noen pivotposisjoner, og vi finner lgsningene
ved baklengs substitusjon:

—4z = -4 z=1
r+2y+4z=11 = z=11-2y—4(1) r=T-—2y
Losningen er altsd (x,y,z) = (7 — 2y,y,1) der y er en fri variabel.

b) Vi regner ut determinanten ved kofaktorutvikling langs forste rad:

1 a 4
Al =12 8 12| =1(128 —120) — a(32a — 60) + 4(20a — 40)
5 10 16

=8 — 32a” + 60a + 80a — 160 = —32a° + 140a — 152
Vi har dermed at |A| = 0 nir —32a? 4 140a — 152 = 0, som gir at
—140 + /1402 — 4(—32)(—152) —140+12 35 F3
a = = =

2(—32) —64 16
Det vil si at |A] = 0 nér a = 2 eller a = 19/8 = 2.375.

¢) Nar a = 3 er |A| = —32(3)% + 140(3) — 152 = —20. Dermed har vi at den inverse matrisen er

gitt ved
. (Cn Ci Cig r L (8 36 20 r L [-8 8 4
A_l e Cgl CQQ 023 =— | -8 -4 5 = — 36 4 —12
A 20 20
C31 Csp Css 4 12 —10 —-20 =5 10

d) Systemet har eksakt én lgsning hvis og bare hvis koeffisientmatrisen har determinant ulik null,
det vil si |A”7| # 0. Siden |AB| = |A|-|B|, har vi at |A"| = |A|", s& |A7| # 0 er det samme som at
|A| # 0. For a = —1 har vi fra Oppgave b) at |A| = —32a% 4 140a — 152 = —32 — 140 — 152 # 0,
dermed har systemet eksakt én lgsning. Vi finner en formel for lgsningen ved a multiplisere
likningen med A~! fra venstre gjentatte ganger:

AT x=b=>A"1"A7T.x=4"'"pb = A°.x=4"'b
= A4 x=A""4""p = A x=(A"1)"Db
= .. = x=AH.b=4T"Db



Oppgave 2.

a) Nullpunktene til nevneren 1 — 22 er x = 1 og z = —1, og telleren 2® # 0 i x = +1. Dermed er
de vertikale asymptotene x = —1 og x = 1. Polynomdivisjon gir
3
o2 i
Dermed er det en skrd asymptote y = —x.

b) Vi finner den deriverte ved & bruke brgkregelen for derivasjon, som gir

3221 —a%) —2¥(—2z2) 32 —a* 23— a?)

/ p— p—
J@) (1— 22)2 T 0-a222  (1-a2)
Siden 22 og (1 —2?)? ikke kan veere negative, er f avtagende i de intervallene der 3 — 2% < 0, det
vil si 22 > 3; nevneren har jo ikke nullpunkt i disse intervallene. Vi har derfor at f er avtagende

i (—oo, — /3] og i [V/3,00).

Oppgave 3.

a) Vi bruker substitusjonen u = 1 — z, som gir du = — dz, og dermed blir integralet

/30(1—56)5 dz = /30u5 1/(-1) du=-5u® +C = -5(1-2)°+C

b) Vi faktoriserer nevner som 4 — 922 = (2 + 3z)(2 — 3x), og forenkler integranden (uttrykket som

skal integreres) ved delbrgksoppspaltning. Dette gir
12 A B
= = 12=A(2-3 B(2+3
1022 2+3z 2 3z (2=32) + B2 +32)
Det vil si 12 = (2A + 2B) + (3B — 3A)x, eller at 2A + 2B = 12 og 3B — 3A = 0. Dette linesere
systemet kan skrives A+ B =6 og B = A, som gir A = B = 3. Integralet blir dermed

12 3 3 243
/dx:/ + dx:ln|2+3x|ln23x|+C:ln‘ o
x

C
4 — 92 243z 2-—3 2—3:151L

c) Vi kan forenkle integranden (uttrykket som skal integreres) ved & utvide brgken med e®; vi
multipliserer altsé teller og nevner med e”:

2e* 22
/em—e—m da::/eh_l dx

2z _ 1, som gir du =« dz = 2¢** dz, og dermed far vi

227 2e2*  du 1 2

Alternativt kunne vi fgrst brukt substitusjonen v = e®, som gir du = e* dx, og dermed

/%dx:/ 2 du:/2du:/2udu
er —e® u—1/u e* u—1/u u?—1

Dette kan vii lgse ved & bruke substitusjonen v = u? — 1, og vi kommer selvsagt fram til samme
svar ved & bruke denne metoden.

Deretter bruker vi substitusjonen u = e

Oppgave 4.

a) Naverdien av kontantstrgmmen fra leie er

o0 oo o0
/ I(t)e*’"t dt = / 12007 =010t g4 — / 127003 q¢
0 0 0

12 _gose| ™ ~ —0.03t7b : ~0.03b
= [_003 e = Jim [—400e™ %] = Jim —400(e —1) =400



b) Naverdien av framtidige leieinntekter, det vil si for t € [7,00), er gitt ved

[e.9] o0 o0
/ I(t)e ™ dt = / 12007t 0100 4z — / 127003 q¢
7 7 7

oo
=[R2 em003t| iy [—400 ¢~00%]7 = 400021
—0.03 ;  booo 7

Dersom salgssummen etter 7 ar kalles V', sa er naverdien av salgssummen gitt ved
V€777' —_ V670.70

Vi bestemmer nar naverdi av salgssum minst er lik naverdi av framtidige leieinntekter ved & lgse
ulikheten
Ve %70 > 400e % =V >400e "% = 400" ~ 652.9

For at vi skal vurdere a selge, ma altsa salgssummen veere minst 652.9 millioner kroner.

Oppgave 5.

a) Vi finner de partiellderiverte til f(z,y) = y? — 23+ 3z, som er gitt ved f, = —322+3 og fy =2y.
Forsteordensbetingelsene er f; = f; = 0, og dette gir
—32°+3=0 = a°=1
2y=0 = y=0
Dette gir to stasjonzere punkter (x,y) = (1,0), (—1,0). Hesse-matrisen til f er gitt ved

mn =" 3)

For (xz,y) = (1,0) er det H(f) = —12 < 0, og nar (z,y) = (—1,0) er det H(f) = 12 > 0, og
A,C > 0 i dette tilfellet. Andrederivert-testen gir derfor at (1,0) er et sadelpunkt og at (—1,0)
er et lokalt minimumspunkt for f.

b) Vi har f(—1,2) =4+ 1— 3 = 2, derfor er C nivakurven f(x,y) = 2. I punktet (z,y) = (-1,2)
har tangenten stigningstall
A P Vo
Y 3 5
Derfor har tangenten likning y — 2 = 0(x + 1), eller y = 2. For & finne ut om tangenten skjeerer
C' i andre punkt, lgser vi likningene f(x,y) = 2 og y = 2, og det gir

2 2 4+3r=2 = 22-3:-2=0

0

Vi vet at  + 1 er en faktor siden z = —1 er en lgsning, og polynomdivisjon gir faktoriseringen
2 =3z -2=(z+1)(2*-2z-2)=@+D)(x-2)(z+1)=(z+1)*(z - 2)
Dette betyr at + = —1 og x = 2 er lgsninger, og tangenten skjeerer derfor C' i punktet

(z,y) = (2,2) i tillegg til (z,y) = (-1,2).
¢) Likningen 422 +y? = 4 kan skrives 22 +y%/4 = 1. Dette er en ellipse med sentrum i (0,0) og med

halvakser a = v/1 = 1 og b = V4 = 2. Ellipsen er begrenset med —1 <z < 1 o0og -2 <y < 2.
Skissen av ellipsen er vist nedenfor.




d) Optimeringsproblemet har Lagrange-funksjon £ = y? — 2% + 32 — A\(42? + y?). Lagrange-
betingelsene er fgrsteordensbetingelsene samt bibetingelsen, gitt ved
L, =-322+3-X-8=0
L,=2y—A-2y=0
4o +y? =4
Vi lgser disse likningene for a finne kandidatpunkter, og starter med den andre likningen siden
den er enklest & lose: Vi har 2y — A - 2y = 2y(1 — A) = 0, som gir y = 0 eller A = 1. Vi ser pa
disse to tilfellene hver for seg:
i) Hvis y = 0, s& er z = £1 fra bibetingelsen, og den ferste likningen gir da —\ - 8z siden 2% = 1.
Dette gir A = 0 siden x = +1 # 0. Fra dette tilfellet far vi derfor kandidatpunktene
med f(1,0) =2 og f(—1,0) = —2.
ii) Hvis A = 1, gir fgrste likning at —322 + 3 — 8z = 0. Vi lgser annengradslikningen, og det gir
x = =3 eller z = 1/3. Vi setter disse verdiene inn i bibetingelsen for & finne y. Nar x = =3, far
vi 36 + 32 = 4, eller y? = —32, som ikke har lgsninger. Nar x = 1/3, far vi 4(1/3)% + 2 = 4,
eller y2 = 4 —4/9 = 32/9. Dette gir to lgsninger y = £1/32/9 = ++/32/3 = +4/2/3. Fra dette
tilfellet far vi derfor kandidatpunktene

(z,y; A) = (1/3,4V2/3; 1), (1/3, —4v/2/3; 1)

med f(1/3,+4/2/3) = 122/27 ~ 4.52.

Vi har totalt funnet fire kandidatpunkter, og dette er alle ordinzre kandidatpunkter (det vil si
alle lgsninger av Lagrange-betingelsene). Siden bibetingelsen gir en ellipse, som er begrenset, har
problemet en lgsning ved ekstremverdisetningen. Denne lgsningen mé& veere et ordinaert kandidat-
punkt, siden en ellipse ikke har punkter med degenerert bibetingelse. Dermed er det beste kandi-
datpunktet et maksimumspunkt; det vil si at fumax = 122/27 ~ 4.52 og at (z,y) = (1/3, +41/2/3)
er maksimumspunktene.

Oppgave 6.

Bibetingelsen y? — 2® 4+ 37 = 2 kan skrives y? = 2% — 3z + 2, eller y? = h(z) med h(z) = 2% — 3z + 2.

Vi Igser ulikheten h(z) > 0 siden 32 = h(x) ikke har lgsninger om h(z) < 0. Nullpunktene er gitt ved
P -3r4+2=(-D*+z-2)=(z-D)(z+2)(z—-1)=(z—1)*(z+2)

Dette finner vi for eksempel ved & prgve heltallslgsningen +1, +2 som gar opp i konstantleddet, se at
x =1 er en lgsning slik at x — 1 er en faktor, og bruke polynomdivisjon. Ulikheten blir dermed

h(z) = (z—1)*(xz+2) >0

og Vi ser at lgsningene er gitt ved z > —2 siden (z + 1)? > 0 for alle x. Alternativt kan vi sette opp
fortegnsskjema for h. Bibetingelsen y? — 23 + 32 = 2 har dermed lgsninger hvis og bare hvis z > —2.
Vi konkluderer at minimumsverdien fui, = —2, og at minimumspunktet er (z,y) = (—2,0). En skisse
av punktene som oppfyller bibetingelse (som er kurven C' fra Oppgave 5) er vist nedenfor.

Y
3




Alternativt kan vi bruke Lagranges metode til & finne kandidatpunkter. Vi lar da £ = z—\(y?—23+3x).
Lagrange-betingelsene er forsteordensbetingelsene samt bibetingelsen, gitt ved

L=1-X-32243)=0
L,=-X-2y=0

y2—x3+3x:2

Siden A = 0 ikke gir lgsning pa grunn av den fgrste likningen, m& y = 0 pa grunn av den andre
likningen. Bibetingelsen gir da x = —2 eller x = 1 (samme regning som ovenfor). Setter vi inn disse
z-verdiene i forste likning, far vi A = —1/9 nar z = —2, og ingen lgsning for A nar x = 1. Det er derfor
kun ett ordineert kandidatpunkt (—2,0; —1/9). Man kan ogsa sjekke at punktet (1,0) er det eneste
tillatte punkt med degenerert bibetingelse. Men det blir vanskelig & vise at det beste kandidatpunktet
(—2,0) er et minimum uten & bruke den forste metoden. Den alternative metoden gir derfor maksimum
3p score om det ikke vises at kandidatpunktet er minimum.



