Konneksjoner og monodromi
for en klasse moduler
over simple kurvesingulariteter

Eivind Eriksen

22. mai 2000



Innhold

Forord
Innledning
1 Teorien
1.1 Konstruksjonene . . . . . ... ...
1.2 Kodaira-Spencer klassen ¢(M) . . . . . .. ... ...
1.3 Konneksjonene . . . . . ... oL
2 Eksemplene
2.1 Singularitetene . . . . . ..o
2.2 Modulene . . . ...
2.3 Eteksempel . . . . . . ...
24 Monodromi . . . ...
3 Kalkulasjonene
3.1 Kodaira-Spencer kjernen V. . . . . ..o
3.2 V-konneksjonenepa M . . . . . . ...
3.2.1 Beregning av Enda(M) . . .. ... oL
3.2.2 Beregning av Exth (V,Enda(M)) . ... ... ... ...
3.2.3  En k-linser konneksjon paM . . . ...
3.2.4  Obstruksjonen Ic(M) . . . . .. ... ...
3.2.5  V-konneksjonene pa M . . . . . . .. ... ... ... ...
3.3 Krumning . . . . . . ..
3.4 Monodromi . . . ...
3.5 Noen konsekvenser . . . . . .. ... 0oL



Forord

Denne hovedoppgaven ble skrevet ved Matematisk Institutt, Universitetet i Oslo
i tiden mellom januar 1992 og desember 1994. Jeg synes det har veert sveert
utfordrende og laererikt a arbeide med denne oppgaven, og vil gjerne takke min
veileder, professor O.A. Laudal, for at han introduserte meg til denne delen av
matematikken.

Ellers vil jeg takke alle pa lesesal C207 for den hjelp og stgtte de har gitt
under hovedfagsstudiet. Spesielt vil jeg takke Helge, Roy, Trond og alle de andre
for mange givende diskusjoner, og Kristine, som tok seg tid til a lese korrektur
pa deler av oppgaven.

Til slutt en takk til Arne B. Sletsjge, som fgrst vakte min interesse for algebra,
og til Jan Christoffersen, Kristian Ranestad, Geir Ellingsrud og Arvid Sigveland
som alle har gitt vesentlige bidrag til min forstaelse av dette feltet.

Oslo, 14. november 1994
FEivind Eriksen



Innledning

Vi gnsker a studere fglgende problem: Gitt en kropp k, en k-algebra A og en
A-modul M. Nar er det mulig a utvide A-modul strukturen pa M til en D-modul
struktur pa M, og hvis det er mulig, hvilke slike utvidelser finnes?

Vi presiserer dette begrepet: La D = Dif f,(A), de lingere differensial-operatorene
pa A. Dette er en filtrert k-algebra som inneholder A, og den er gitt pa fglgende
mate: La D = Y, Dif f{(A), der Diff(A) er en undermodul av End;(A)
(de k-lingere endomorfier pa A) for hver p > 0. Elementene i undermodulen
Dif ff(A) kalles de linzere differensial-operatorene pa A av orden p. Vi definerer
Diff)(A) = A, og for hver p > 1, definerer vi Dif f’(A) induktivt: Vi sier at
¢ € Endi(A) er en lineer differensial-operator av orden p hvis [¢, a] er en lineer
differensial-operator av orden p — 1 for alle a € A. (Produktet [—, —] er vanlig
Lie-produkt pa Endy(A)).

En A-modul struktur pa M er en representasjon av A, altsa en ringhomomorfi
p: A — Endi(M). Visier at A-modul strukturen til M kan utvides til en D-
modul struktur pa M hvis det finnes en ringhomomorfi p* : D — Endy(M) som
kommuterer med p via den opplagte inklusjonen A C D.

Det folger lett at for en vilkarlig k-algebra A, er Dif fl(A) = A ® Dery(A).
En ngdvendig betingelse for eksistens av en D-modul struktur pa en modul M er
derfor at det finnes en A-linger avbildning V : Dery(A) — Endg(M) som ogsa er
en homomorfi av k-Lie algebraer. (Avbildningen ma bevare A-modul struktur og
k-Lie algebra struktur, siden p* skal veere en ringhomomorfi). Dessuten ma Vi,
ha derivasjonsegenskap for alle § € Dery(A). Det betyr at for allea € A, m € M,
sa er Vs(am) = aVs(m) + 6(a)m. Dette kommer ogsa av at p* er ringhomomor-
fi. Tilsammen er dette ngyaktig begrepet integrabel, kovariant derivasjon. Det
folger derfor at eksistens av en integrabel kovariant derivasjon er en ngdvendig
betingelse for eksistens av en D-modul struktur pa M.

Vi innfgrer i oppgaven begrepet Dery(A)-konneksjon pa M. Dette er det
samme som en kovariant derivasjon (pa Dery(A)), og vi vil i fortsettelsen bruke
dette begrepet.

Dersom A er polynomringen A = k[zy,...,x,], er Dif fr(A) = W, Weyl-
algebraen i n variable gitt ved at W,, = k[z1,...,z,, 8%1, e %]. Dette er en
ikke-kommutativ ring, som vi har god kjennskap til. Det er kjent at eksistens av en
integrabel Dery(A)-konneksjon pa M er en ngdvendig og tilstrekkelig betingelse



for eksistens av en D-modul struktur pa M, i tilfellet at A er en lokal, reguleer
k-algebra, og M en fri A-modul. Ifglge proposisjon 1.4, er en integrabel Dery(A)-
konneksjon pa M det samme som en integrabel konneksjon pa M. I pene tilfeller
gir derfor eksistens av en integrabel konneksjon pa M en ngdvendig og tilstrekke-
lig betingelse for eksistens av en D-modul struktur pa M.

Er derimot A en singuleer k-algebra, vet vi sveert lite om Dif fi,(A). I dette til-
fellet er det opprinnelige spgrsmalet altfor vanskelig. Vi kan istedet stille fglgende
sporsmal, som naturligvis er motivert av det vi alt har sagt om D-modul struktur-
er: Hvilke betingelser finnes for eksistens av integrable Dery(A)-konneksjoner pa
M? Hvis det finnes slike konneksjoner, hvordan ser disse ut og hvilke egenskaper
har de?

Vi er dermed interessert i a undersgke betingelser for eksistens av en Der(A)-
konneksjon pa M. Vi har i kapittel 1 utviklet en teori som gir oss slike betingelser,
og vist at det finnes en to-delt obstruksjon for eksistens av slike konneksjoner:
Ferste obstruksjon er Kodaira-Spencer avbildningen g : Der,(A) — Endg(M), og
dens kjerne V = ker(g), fordi betingelsen V. = Dery(A) (det vil si at g = 0) er en
ngdvendig betingelse for eksistens av en Dery(A)-konneksjon pa M. Vi har ogsa
vist at hvis V = Dery(A), finnes et entydig element lc(M) € Exty(V, Enda(M)).
Dette er en obstruksjon for eksistens av en V-konneksjon, i den forstand at
le(M) = 0 hvis og bare hvis det finnes en V-konneksjon pa M. (Se avsnitt 1.3 for
disse resultatene). Dermed er (g = 0, l¢(M) = 0) en ngdvendig og tilstrekkelig
betingelse for eksistens av en Der(A)-konneksjon pa M.

Vi vet na eksakt nar det finnes en Dery(A)-konneksjon pa M. Merk imidler-
tid at spegrsmalet om nar det eksisterer integrable Dery(A)-konneksjoner pa M
fortsatt er ubesvart.

Dersom det finnes en Dery(A)-konneksjon pa M, vet vi at mengden av alle
slike konneksjoner er en torsor over potensialene Hom(Dery(A), Enda(M)). Vi
har dessuten vist at dersom det eksisterer en integrabel Der(A)-konneksjon pa
M, sa er mengden av integrable Dery(A)-konneksjoner en torsor over en un-
dermengde av potensialene som vi har bestemt eksplisitt (se avsnitt 1.3). Der-
som Enda(M) er en kommutativ ring, kan denne undermengden beskrives som
Dery a(Dery(A), Enda(M)). Hvis det finnes en integrabel Dery(A)-konneksjon
pa M, vet vi derfor eksplisitt hvordan alle andre slike konneksjoner ser ut.

Vi nevner til slutt at at de fleste resultatene i kapittel 1 er gitt i [La2], og er
hentet derfra.

Teorien i kapittel 1 er sveert generell, sa i kapittel 2 begrenser vi oss til fglgende
tilfelle: Vi betrakter k-algebraer A som er simple kurvesingulariteter, de enkleste
singuleere k-algebraene av dimensjon 1. Merk spesielt at siden disse algebraene
har dimesjon 1, har A% Dery(A) statte i et eneste punkt (nar vi betraktet Dery(A)
som knippe pa Spec(A)). Det folger derfor at enhver Dery(A)-konneksjon pa M
er integrabel utenfor dette ene punktet (som er singulariteten). Over k-algebraer
A av denne typen, betrakter vi en klasse A-moduler som har spesielt enkle, frie
minimal-opplgsninger. Dette er de A-modulene som kommer fra refleksive, in-
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dekomposable moduler over den kompletterte ringen B = A. Denne klassen av
moduler over simple kurvesingulariteter er i en viss forstand de enkleste som ikke
er trivielle. Vi gnsker derfor a anvende teorien fra kapittel 1 pa disse eksemplene.

Den generelle teorien besvarer de fleste av spgrsmalene vi har stilt: Vi vet en
del om nar det finnes integrable Dery(A)-konneksjoner pa M, og hvis det finnes
en slik konneksjon, vet vi ngyaktig hvordan alle andre slike konneksjoner ser ut.
Nar det gjelder egenskapene til disse integrable Dery(A)-konneksjonene pa M,
vet vi imidlertid ikke sa mye i den generelle situasjonen.

Vi begrenser oss derfor til de k-algebraer A og A-moduler M som vi har
beskrevet i kapittel 2. I pene tilfeller, det vil si nar k = C, og A er et integritet-
somrade, kan vi definere monodromi for hver Dery(A)-konneksjon V pa M: Vi
betrakter de lukkede punktene i Spec(A) utenfor singulariteten, og kaller dette
rommet Y. Dette rommet arver Zariski-topologi fra Spec(A), men Y er i 1-1 kor-
respondanse med det komplekse planet utenfor origo, C — {0}. Vi velger derfor a
betrakte det topologiske rommet Y med sterk topologi. Da har Y fundamental-
gruppe Z, og fra avsnitt 2.4 fglger det na at hver Dery(A)-konneksjon V pa M gir
opphav til en monodromi-avbildning M : Z — Auty(k™), der n er rangen til mod-
ulen M. Denne avbildningen er bestemt av et eneste element i Auty(k™), nemlig
M(1), og dette elementet vil vi kalle monodromien til Dery(A)-konneksjonen V
pa M.

Merk at i denne spesielle situasjonen kan vi definere monodromi for Der(A)-
konneksjoner som ikke er integrable. Dette er fordi A har dimensjon 1, slik at
enhver konneksjon er integrabel utenfor det singulsere punktet.

Vi ser na at hver modul M av rang n, med en bestemt Dery(A)-konneksjon
V pa M, kan tilordnes en n X n-matrise med verdier i C som kalles monodromien
til V.

Legg ogsa merke til at elementet M(1) € Auty(k™) vil generere en syklisk
undergruppe av Auty(k™) som kalles monodromigruppa til V. I de tilfellene vi
betrakter, er det ikke urimelig a vente at denne monodromigruppa har endelig
orden. I sa fall far vi en enkel aritmetisk invariant for disse modulene.

[ kapittel 3 har vi valgt eksempelet A = k[z, y|/(z* +1?), og M er den entydig
gitt modulen over A av rang 2 med opplgsning av rang 3. Vi har i dette tilfellet
vist folgende:

1. Kodaira-Spencer kjernen V = Dery(A). (Avsnitt 3.1).
2. Obstruksjonsrommet Exth (V, Enda(M)) # 0. (Avsnitt 3.2.2).
Obstruksjonen lc(M) = 0. (Avsnitt 3.2.4).

LS

Vi har funnet en eksplisitt V-konneksjon V° pa M. (Avsnitt 3.2.5).

ot

Konneksjonen V? er integrabel. (Avsnitt 3.3).

6. Konneksjonen V° har triviell monodromi. (Avsnitt 3.4).
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7. Vi har funnet en fri undermodul M, av M av rang 2, og beskrevet M som
en ekstensjon av A/m? med M. (Avsnitt 3.5).

8. Vi har funnet generatorer for Homa(V, Enda(M)). (Avsnitt 3.2.5).

Fra regningen gar det fram at konneksjonen V° er ikke-triviell. Selv om vi har
funnet generatorer for alle V-konneksjoner pa M, ser vi at det er sveert vanskelig
a fa oversikt over denne mengden. Ettersom konneksjonen V° er integrabel, har vi
ligninger som beskriver alle integrable V-konneksjoner pa M. Vi har ikke forsgkt
a beskrive denne mengden.



Kapittel 1

Teorien

Vi antar i hele oppgaven at k er en algebraisk lukket kropp med char(k) = 0. Vi
definerer kategorien A, slik at objektene i A er endelig-genererte k-algebraer, og
morfiene i A er k-algebra homomorfier. Dette er en underkategori av kategorien
av k-algebraer, Alg,. For hver k-algebra A definerer vi dessuten kategorien M 4,
slik at objektene i denne kategorien er endelig-genererte A-moduler, og morfiene
er A-modul homomorfier. Dette er en underkategori av kategorien av A-moduler,
Mod 4. Vi er na interessert i a studere par (A, M) slik at A er et objekt i A,
og M er et objekt i M 4. I denne oppgaven skal alle par (A, M) vaere av denne

typen.

1.1 Konstruksjonene

Vi minner om definisjonen av et lokalt ringet rom:

Definisjon 1.1 FEt lokalt ringet rom er et topologisk rom X sammen med et
knippe Ox pa X, slik at for hvert punkt x € X, sa er stilken Ox, en lokal ring.
En morfi mellom to lokalt ringede rom (X, Ox) og (Y,Oy) er et par (f, f*), der
f: X — Y er en kontinuerlig avbildning av topologiske rom, og f* : Oy —
f+«Ox er en avbildning av knipper pa 'Y, slik at den induserte avbildningen f;f :
Oy,sp) — Ox,p er en lokal homomorfi av lokale ringer for hvert punkt P € X.

Vi kan na danne kategorien av de lokalt ringede rom, med lokalt ringede rom som
objekter, og morfier av lokalt ringede rom som morfier.

Vi minner ogsa om at for en vilkarlig k-algebra H, kan vi konstruere det
topologiske rommet Spec(H) = {p C H : p primideal}. Det topologiske rommet
Spec(H ) har en basis for de apne mengdene, gitt ved {D(f)} ren, der D(f) ={p €
Spec(H) : f & p} for hver f € H. Vi kan dessuten konstruere et knippe Ogpec(m)
pa Spec(H ), og dette knippet er definert ved at Ogpec(r)(D(f)) = Hyypy for hver
f € H. Det er kjent at (Spec(H ), Ospec(mr)) €r et lokalt ringet rom. Videre gir en k-
algebra homomorfi ¢ : A — B opphav til en morfi Spec(¢) : Spec(B) — Spec(A)
av lokalt ringede rom.



Definisjon 1.2 Et affint skjema over k er et lokalt ringet rom (X,Ox), slik at
det fins en isomorfi ¢ : (X,0x) — (Spec(H), Ogpec(rry) av lokalt ringede rom for
en k-algebra H.

Det er na klart at klassen av affine skjemaer over k er en kategori. Denne
kategorien kalles Affy, og er en underkategori av kategorien av lokalt ringede
rom. Vi har at Spec : Alg, — Aff; er en kontravariant funktor, og det er kjent
at denne funktoren gir en dualitet av kategorier. Siden A er en underkategori av
Alg,., gir Spec opphav til en underkategori av Affy:

Definisjon 1.3 Kategorien av affine skjemaer over k av endelig type, E, er kate-
gorien som er gitt pa folgende mate: Objektene i E er av typen (Spec(A), Ogpec(a)),
der A er en endelig-generert k-algebra, og morfiene i E er av typen Spec(¢) :
Spec(B) — Spec(A), indusert av en k-algebra homomorfi ¢ : A — B av endelig-
genererte k-algebraer. Vi vil ofte referere til denne kategorien som kategorien
av affine skjemaer av endelig type, og ofte referere til objekter i kategorien som
X = Spec(A) (uten a referere til strukturknippet).

Vi innfgrer fglgende notasjon for affine skjemaer av endelig type: La X =
Spec(A) veere et slikt skjema, og Ox = Ogpec(ay veere det naturlige struktur-
knippet pa X. Da er det en 1-1 korrespondanse mellom punkter i X og primidealer
i A, og vi identifiserer da punktet z € X med primidealet p, C A. Vi definerer
dessuten k(z) = A, /p, for hvert punkt x € X. Legg merke til at k(z) er en
A-algebra og samtidig en kropp for hvert punkt x € X. Vi sier videre at et punkt
x € X er lukket dersom ettpunktsmengden {z} C X er lukket i topologien til
X. Det folger na lett at x € X er et lukket punkt hvis og bare hvis p, C A
er et maksimalt ideal. (Vi kaller i dette tilfellet idealet for m,). Dette betyr at
k(x) = k som k-algebraer hvis og bare hvis z € X er et lukket punkt. Vi vil
ofte fgrst og fremst veere interessert i de lukkede punktene i X, og definerer
derfor delmengden av slike punkter, X,,, = {x € X : x er et lukket punkt} C X.
Til slutt nevner vi at det til ethvert punkt x € X svarer en opplagt A-algebra
homomorfi ¢, : A — k(z), og at dette gir en 1-1 korrespondanse mellom lukkede
punkter x € X og k-algebra homomorfier ¢ : A — k.

Et punkt x i et affint skjema X av endelig type er reguleert dersom den lokale
ringen Oy, er reguleer, og singulaert i motsatt fall. Ved hjelp av disse begrepene
kan vi definere glatthet: Et affint skjema av endelig type er glatt dersom det ikke
har noen singuleere punkter, og en endelig-generert k-algebra A er en glatt ring
dersom det tilsvarende skjemaet X = Spec(A) er glatt.

Betrakt kategorien C*°, med objekter av typen X, der X er en (uendelig) dif-
ferensiabel reell mangfoldighet, og morfiene er de (uendelig) differensiable funksjonene
mellom slike mangfoldigheter. Dette er en under-kategori av kategorien av de
lokalt ringede rom i fglgende forstand: La X veere et objekt i C*°, da er X et topol-
ogisk rom. Konstruer et knippe pa X, ved at for hver apen delmengde U C X,



la Ox(U) veere de (uendelig) differensiable funksjonene fra U inn i R. Dette er
opplagt en ring for hver apen U. Hvis U C V er to apne mengder i X, la avbild-
ningen Ox (V) — Ox(U) veere gitt ved restriksjon til U. Pa denne maten far vi
opplagt et knippe av ringer pa X. Til slutt er Ox, en lokal ring for hver x € X,
sa X er et lokalt ringet rom pa en naturlig mate.

La X og Y vere to objekt i C*, og la f : X — Y veere en morfi i denne
kategorien. Det betyr at f er en (uendelig) differensiabel funksjon fra X til Y.
Da er spesielt f kontinuerlig. Dessuten har f felgende egenskap: Hvis V C Y er
en apen mengde, vil f transformere de (uendelig) differensiable funksjonene pa V'
til de (uendelig) differensiable funksjonene pa den apne mengden f~1(V) C X.
Dette betyr at f induserer en avbildning fif : Oy (V) — Ox(f~'(V)) for hver
apen V C Y, gitt ved at g € Oy (V) gar til go f € Ox(f~1(V)). Dette gir en
indusert avbildning av knipper pa Y, f# : Oy — f.Ox. Til slutt ser vi at dette
igjen induserer en avbildning av stilker f# : Oy,ppy — Ox,p for hver P € X, og
at dette er en lokal homomorfi av lokale ringer for hver P € X. Det fglger na at
hver morfi f i kategorien av (uendelig) differensiable mangfoldigheter, gir opphav
til en morfi av lokalt ringede rom pa en naturlig mate.

For hvert objekt X = Spec(A) i kategorien E, og for en vilkarlig apen mengde
U C X, kan vi dessuten betrakte elementene i Ox(U) som funksjoner pa U pa
folgende mate: Vi vet at ethvert element s € Ox(U) spesielt har formen

s: U — H Ox »
zelU
der s, € Ox, for hver z € U. Siden Ox, = A,, for alle x € X, og vi har en
naturlig avbildning A, — k(z) for hver = € X, gir s en avbildning

s: U — [] k(=)
zelU
der s(z) € k(x) for hver x € U. Men k(z) = k hvis og bare hvis = er et lukket
punkt, sa vi far indusert en avbildning

s:UNnX,, —k

Vi kan derfor se pa hvert element i Ox(U) som en avbildning fra de lukkede
punktene i U og inn i k. I kategorien E er altsa Ox et knippe av funksjoner pa
U (i en viss forstand) akkurat som for kategorien C°.

Dette er motivasjonen for a sammenligne kategoriene E og C*. For en differ-
ensiabel mangfoldighet X er begreper som vektorbunt, tangentbunt, tangentrom
og vektorfelter definert. Vi vil definere lignende begreper for et affint skjema av
endelig type, X = Spec(A):

Betrakt et par (A, M), og sett M(z) = M ®4 k(x) for hvert punkt z € X.
Dette gir et k(x)-vektorrom for hvert punkt x € X, sa M definerer en familie
av vektorrom over X . Vi sier at dette er familien indusert av modulen M. En av
grunnene til at vi betrakter slike familier, er fglgende resultat:
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Proposisjon 1.1 For en familie av vektorrom over X generert av en modul M,

der M er et objekt i kategorien M4, har vektorrommet M (x) endelig dimensjon
for alle z € X.

Bevis: Det fins generatorsett y,...,y, for M over A, siden M er endelig
generert A-modul. Dette betyr at y; ®1,,...,y, ® 1, er et generatorsett for M (z)
over k(z). Det folger at M (x) har endelig dimensjon som k(x)-vektorrom for et
vilkarlig punkt x € X.

|

For en differensiabel mangfoldighet, fins en spesiell vektorbunt som kalles tan-
gentbunten, og denne er slik at fiberen i hvert punkt z € X er tangentrommet
til 1 X, Tx,. Vi nevner ogsa at de (uendelig differensiable) seksjonene av tan-
gentbunten kalles vektorfeltene pa X.

Vi returner na til kategorien av affine skjemaer X av endelig type, og gir
folgende definisjon:

Definisjon 1.4 Tangentrommet til et affint skjema X = Spec(A) av endelig type
i et punkt x € X er k(z)-modulen Tx . = Derp(A, k(x)).

Dette gir opphav til en familie av vektorrom T, gitt ved at T'(z) = T'x, for
hver x € X. Vi har fglgende resultat:

Proposisjon 1.2 Tangentrommet Tx . = Homa(m,/m?2,k(x)) for hvert lukket
punkt x € X. For slike punkter har dessuten tangentrommet endelig dimensjon
som k(z)-vektorrom.

Bevis: Lad € Dery(A,k(z)), daer §(m2) =0, forlaz,y € m,, daer 6(zy) =
zd(y) + yd(x) = 0. Da induserer d opplagt en k-linezer homomorfi ¢ : m,/m2 —
k(z). Vi viser sa at denne homomorfien er A-lineeer: La a € A, T € m,/m?2, da er
é(aT) = ad(z) + xd(a) = ad(z) = ad(T). La omvendt ¢ : m,/m? — k(z) vaere en
A-linesger homomorfi. Dette gir oss opplagt en A-lineser homomorfi  : m, — k(x),
med n(m?2) = 0. Vi danner na § : A — k() pa folgende mate: Vi vet at ethvert
element a € A kan skrives pa formen a = k 4+ m, med k € k, m € m, pa en
entydig mate. (Velg k = ¢,(a) € k, og m = a — k € m,). Vi lar sa §(a) = n(m).
Dette er opplagt en k-linezer homomorfi, og dessuten en derivasjon: La x,y € A,
da har disse elementene formen z = k+m, y =1+ n, med k,l € k, m,n € m,.
Daer xy = kl + kn + Im + mn, med kl € k, kn 4+ Im + mn € m,. Dette gir oss
at d(zy) = n(kn +Im +mn) = n(kn+Im) = kn(n) + In(m) = z6(y) + yo(x). Vi
har na vist at T, & Homa(m,/m?2,k(x)) som vektorrom.

Men Homa(m,/m2 k(zx)) er det duale vektorrommet til (m,/m?), og siden
A er Noethersk, er det maksimale idealet m, endelig generert. Da har (m,/m?)
endelig dimensjon som k(x)-vektorrom, og derfor har det duale vektorrommet
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ogsa den samme, endelige dimensjon. Det fglger derfor at tangentrommet T’x ,, har
endelig dimensjon over k(z). Denne dimensjonen kalles imbeddings-dimensjonen
til X i .

O

Resultatet er fortsatt riktig om vi istedet for de lukkede punktene betrakter
alle punkter x € X. Dette resultatet kommer vi imidlertid ikke til a trenge, sa vi
gir ikke noe bevis i den mer generelle situasjonen.

Legg merke til at hvert element § € Derg(A) kan betraktes som en tilord-
ning, som til hvert punkt z € X tilordner en tangentvektor i Tx, pa folgende
mate: Til hvert punkt = € X, svarer det en ¢, € Homu(A,k(x)), sa ¢, 09 €
Dery(A,k(x)) = Tx ,. Tilordningen er dermed gitt ved at « — ¢, 00. Vi definerer
na :

Definisjon 1.5 For et affint skjema X = Spec(A) av endelig type, sier vi at
vektorfeltene pa X er Deri(A). Knippet av vektorfelter pa X kalles 0x, og vi
skriver gjerne Ox(X) = Dery(A).

Vi trenger et begrep som gjgr det mulig a sammenligne de ulike vektor-
rommene innenfor en familie av vektorrom over X indusert av en modul M.
Begrepet konneksjon er ngyaktig det vi trenger. Men for vi kan definere hva en
konneksjon er, ma vi definere modulen av Kéhler-differensialer pa A over k, €04

Det finnes en opplagt k-algebra homomorfi m : A ®, A — A, definert ved
at m(a ® b) = ab for alle a,b € A. Vi definerer I = ker(m) C A ®; A, og
Qup = I/I%. Pa denne maten er Qa1 opplagt en A ®; A-modul. Siden IQy/;, =
0, og A®, A/I = A, er Quj, en A-modul. Men m har to opplagte seksjoner
Q1,09 : A — A®k A, med i1(a) = 1 ®a, iz(a) = a® 1 for a € A, sa det er
to kandidater til en A-modul struktur pa Q4,: For a € A og T € 4y, kan
vi betrakte ix(a)x for k& = 1,2. Vi viser na at disse A-modul strukturene er
like: La x € I, a € A, og betrakt (i1(a) — iz(a))r = (1 ® a — a ® 1)z. Siden
m(l®a—a®1) =0, er ij(a) —iz(a) € I, og dermed (i1(a) — iz(a))x € I%
Det folger at i;(a)r = iz(a)r som elementer i 4/, sa Q4 er A-modul pa en
kanonisk mate. Vi har dessuten en k-lineeer derivasjon d : A — €4, definert
ved d(a) = T®a —a® 1. At dette faktisk er en derivasjon, kan vi se ved at
dlab) =1®ab—ab®1 =a(1®b—-0® 1)+ (1 ® a —a ® 1)b, betraktet som
elementer 1 €24

Fra k-algebraen A har vi na konstruert et par (4/x,d) av en A-modul €2,
og en k-linezer derivasjon d : A — €4/, pa en kanonisk mate. Vi kaller 2,4/, for
modulen av differensialformer pa A over k (eller modulen av Kéhler-differensialer
pa A over k), og d for den universelle derivasjonen pa A. Dette paret (4, d)
har fglgende universelle egenskap:
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Proposisjon 1.3 For en wvilkarlig A-modul M, med en k-lineer derivasjon D :
A — M, fins en entydig gitt A-linecr homomorfi ¢ : Qay, — M, slik at pod = D.
Dessuten definerer denne egenskapen paret (Qasx, d) entydig (opp til isomorfi).

Bevis: Vi viser forst at elementene {d(y) : y € A} genererer hele 2,4/, som
A-modul: La a € 4/, daer a = b for en b € I, og b har formen b = YT @ Yy,
der z;,y; € A, og m(b) = X xjy; = 0. Vi har na at Y z;(1®y;, —y; ®1) =
STy — Sy, ®1 = b = a, sa det folger at @ = Y x;d(y;). Elementer av
formen d(y) for y € A genererer derfor €4/, som A-modul. Anta sa at M er
en A-modul, D : A — M er k-derivasjon. Vi gnsker da a finne en A-lineser
homomorfi ¢ : 4/, — M, slik at ¢ od = D. En slik homomorfi ma tilfredstille
o(d(z)) = D(z) for alle x € A. Siden elementer av typen d(a) for a € A genererer
Q4/k som A-modul, finnes det kun en kandidat til avbildningen ¢, definert ved
at ¢(> z;d(y;)) = X ;D(y;). Vi ma vise at dette er en veldefinert avbildning:
Det er det samme som a vise at for ethvert element a = Y a; ® y; € I?, er
> x;D(y;) = 0. Men anta at vi har gitt to elementer > z; ® y;, > 2; @ w; € I, da
er S x;y; = Y z;w; = 0. Produkter av elementer av denne typen genererer 12, og

har formen
(i @y) Y (7 @w;) = (22 @ yiw;)

4 J %,J

Dersom vi anvender ¢ pa slike produkter, far vi
> @iz D(yaw;) = Y @iz (i D(w;) + w;D(yi)) = 0
2 i,

Dette betyr at ¢ er veldefinert, og vi har dermed en entydig gitt A-lineser homo-
morfi ¢ : Q4 — M, med pod=D.

La C veaere en kategori, slik at objektene i kategorien er par (M, D), der
M er en A-modul, D : A — M en k-linezer derivasjon, og slik at en morfi
mellom parene (M, D) og (N, E) er en A-lineser homomorfi ¢ : M — N, slik at
¢ oD = E. Det er na klart at paret (Q4/z,d) er et objekt i denne kategorien,
og vi har sa langt vist at for et vilkarlig objekt (M, D) i kategorien, sa finnes en
entydig morfi ¢ : (Qa/,d) — (M, D). Det fplger na umiddelbart at dersom det
finnes et annet objekt (U, e) i kategorien, som ogsa har denne egenskapen, sa er
(Qask,d) = (U, e) i kategorien C. Opp til isomorfi i denne kategorien, er derfor
paret (24/x,d) entydig bestemt.

|

Resultatet gir en naturlig isomorfi Dery(A, M) = Homa(Qas, M) av A-
moduler for hver modul M over A. Hvis § € Der(A, M), vil vi ofte skrive ¢s for
den tilsvarende homomorfien i Hom (€4, M ). For et element i Q 4/, pa formen
d(a), for en a € A, vil vi for enkelhets skyld skrive da. Med denne notasjonen kan
vi definere en konneksjon:
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Definisjon 1.6 En konneksjon pa en modul M er en k-lineer homomorfi V :
M — M &4 Qayg, slik at

V(am) = aV(m) +m ® da
for allea € A, m € M.

La M vere en endelig generert A-modul, og anta at det eksisterer en konnek-
sjon V: M — M ®4Q4/, pa M. Da induserer denne konneksjonen en avbildning
fra Dery(A) og inn i End,(M), som vi ogsa vil kalle V: For hver § € Dery(A),
betrakt den tilsvarende A-modul homomorfien ¢5 € Homa(Q4/x, A). Denne ho-
momorfien induserer en A-lineser avbildning idy @4 @5 : M @4 Qap — M @4 A.
Vi har en opplagt isomorfi av A-moduler n: M ®4 A — M for hver M, sa dette
gir oss en avbildning 7 o (idy ®4 ¢5) oV : M — M. Denne avbildningen er
k-lineger, siden n og idy @4 ¢s er A-linesere, og V er k-linesgr. Vi far pa denne
maten avbildningen V : Der(A) — Endg(M) ved at V(§) = no (idy @4 ¢s)o V.
Denne tilordningen er A-lineeer, fordi tilordningen 6 — ¢s5 er A-lineser, tilord-
ningen ¢ — idy @4 ¢ er A-linezer, og 1 er A-lineser. Vi har altsa en A-lineser
avbildning V : Dery(A) — Endg(M). Vi kaller ofte bildet V(§) for V. For
vilkarlig a € A, m € M har vi dessuten

Vs(am) = no (idy ®a ¢s) o V(am)
= no (idy ®a ¢s)(aV(m) +m @ da)
= no(idy ®a ¢5)(aV(m)) +no (idy ®a ¢5)(m & da)
= ano (idy @4 ¢5) o V(m) +n(m @ d(a))
= aVs(m)+d(a)m

Dette motiverer oss til a gi fglgende definisjon:

Definisjon 1.7 En D-konneksjon pa M, for en undermodul D C Derg(A) og
en A-modul M, er en A-lineer avbildning V : D — Endy(M), slik at for hver
0 € D, er folgende oppfylt

V(6)(am) = aV(§)(m) + d(a)m
forallea € A,m € M. En D-konneksjon pa M kalles ofte en kovariant derivasjon.

Vi kan na reformulere vart tidligere utsagn ved a si at en vilkarlig konneksjon
pa en modul M induserer en Dery(A)-konneksjon pa M. Det motsatte trenger
ikke alltid a veere tilfellet, og i den generelle situasjonen er det fglgende resultat
det beste vi kan fa til:

Proposisjon 1.4 Det er en 1-1 korrespondanse mellom konneksjoner pa M og
Dery(A)-konneksjoner pa M hvis A er en glatt k-algebra.
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Bevis: Vi vet fra [Ha, s. 177] at hvis A er en glatt k-algebra, sa er Q4
en fri A-modul. Generelt har vi at Dery(A) = Homa(Qas, A) = Q. Men
siden €24/, er A-fri, er opplagt le*/k = Qa k. Dette impliserer dermed at €24/, =
Hom(Deri(A), A), og vi har

HomA(Derk(A), A) XA E?’Ldk(M)
Homk(M, M &A QA/k)

1%

Hom(Dery(A), Endi(M))

112

12

og derivasjonsegenskap bevares opplagt ved disse isomorfiene. Det fglger derfor
at dette er en slik 1-1 korrespondanse mellom konneksjoner pa M og Dery(A)-
konneksjoner pa M.

|

Vi gnsker a definere krumning for konneksjoner. For a kunne gjgre dette,
trenger vi noen flere begreper: Det fgrste er begrepet en k-Lie algebra, og vi gir
fglgende definisjon:

Definisjon 1.8 En k-Lie algebra er et k-vektorrom g, sammen med et Lie-
produkt pa g, som vi skriver [—,—| : g AN g — g, slik at folgende er oppfylt

[, [y, 2]] + [y, [z, 2] + [z, [2,9]] = 0

for alle x,y,z € g. En homomorfi av k-Lie algebraene g og g' er en k-lineer
avbildning ¢ : g — g, slik at folgende er oppfylt

¢([z,y]) = [o(2), o(y)]

for alle z,y € g.

Man ser umiddelbart at Endy(M) er en k-Lie algebra under Lie-produktet
[fig] = fog—go f. Dessuten er Deri(A) en k-Lie algebra under det samme
Lie-produktet, fordi dersom ¢, n er to derivasjoner, sa er  on — n o ¢ ogsa en
derivasjon. (Dette kan betraktes som en k-Lie underalgebra av Endi(A)).

Vi er imidlertid spesielt interessert i k-Lie algebraer som samtidig er A-
moduler. Vi definerer:

Definisjon 1.9 FEt Lie-Cartan par er et par (g, p), slik at g er en A-modul og en
k-Lie algebra, og p : g — Deri(A) er en A-modul homomorfi og dessuten en k-Lie
algebra homomorfi. Vi sier at p er en virkning av g pa A, ved at (g,a) — p(g)(a)
forgeg, aecA.
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Vi har et opplagt Lie-Cartan par, nemlig paret (Derg(A), id). Det er ogsa klart
at dersom D C Dery(A) samtidig er en A-undermodul og en k-Lie underalgebra,
sa er (D, id) et Lie-Cartan par.

Vi er na i posisjon til a definere krumning. Anta at D C Derp(A) slik at
(D,id) er et Lie-Cartan par, og at V er en D-konneksjon pa M. Vi har da en
avbilning Ry : D x D — Endy(M), gitt ved at Ry(d,n) = [Vs, V] — Visu
for 9,n € D. Dette er en veldefinert avbildning, siden Endy(M) og D er k-Lie
algebraer. For alle §,n € D, a € A, m € M har vi:

Ry(0,n)(am) = Vs(Vy(am)) =V, (Vs(am)) — Vs,—ps(am)

= Visn(a)m +aV,(m)) — V,(d(a)m + aVs(m))
— (0n = nd)(a)m — aVisy(m)

= n(a)Vs(m) + dn(a)m + aVsV,(m) + §(a)V,(m)
= 6(a)Vy(m) = né(a)m — aV,Vs(m) — n(a)Vs(m)
— dn(a)m + né(a)m — aVs,(m)

= a(VsVy(m) = V,Vs(m) = Vi)

= aRy(d,n)

Det folger da at Ry (d,n) € Enda(M) for alle 6,7 € D. Dessuten har vi

RV(Th 5) = vnvé - vévn - Vné—én
= _(Vévn - VHVJ - Vﬁnfné
= _Rv(éa 77)
0g
RV(G(SJ T]) = Vaévn - vnvaé - va&n—n(aé)
= aVsV,; — Vy(aVs) = Visy—ans—n(a)s
= aVsV, —n(a)Vs —aV,Vs —aVs,_ps +n(a)Vs
= CLRV<(5, 77)
for alle ,n € D, a € A. Det folger na at Ry : D x D — Enda(M) er en A-
bilinezer avbildning, og den gir derfor opphav til en entydig A-lineser avbildning
D®aD — Enda(M) slik at 6®n +— Ry (0,n). Men siden alle elementer av formen
d®n+n®43 ligger i kjernen til denne avbildningen, induseres en avbildning (som

vi ogsa kaller Ry) fra D Ay D og inn i Enda(M). Vi kan derfor gi felgende
definisjon:

Definisjon 1.10 For en A-modul M, en delmengde D C Dery(A) slik at (D, id)
er et Lie-Cartan par, og en D-konneksjon ¥V pa M, er krumningen til V den
A-lineeere avbildingen

Ry:DAgD — EndA(M)

beskrevet ovenfor. Dersom YV er en konneksjon pa M, er krummningen til V gitt
som krumningen til den induserte Dery(A)-konneksjonen pa M.
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Det skal senere vise seg at D-konneksjoner med krumning Ry = 0 er av
spesiell interesse. Vi definerer derfor

Definisjon 1.11 En D-konneksjon ¥V pa M er integrabel hvis Ry(d,n) = 0 for
alle 6,1 € D. En konneksjon pa M er integrabel hvis den induserte Dery(A)-
konneksjonen pa M er integrabel.

1.2 Kodaira-Spencer klassen c¢(M)

Vi gnsker a bestemme hvilke betingelser som finnes pa paret (A, M) for at det
skal eksistere en konneksjon pa M. Det viser seg at dette er et problem som
involverer deformasjonsteori for moduler, og vi trenger derfor noen resultater fra
denne teorien.

Anta at R, S er to vilkarlige k-algebraer, og m : R — S er en k-algebra
homomorfi. La Mg veere en vilkarlig S-modul, da er Mg en R-modul via 7.
Dessuten ser vi at dersom N er R-modul, 7 : N — Mg er en R-modul homomorfi,
sa induseres en naturlig avbildning n* : N®rS — Mg. Denne avbildningen er gitt
ved at n* = mo(n®gids), der m : Mg®@prS — Mg er multiplikasjonsavbildningen
definert ved at m ® s — sm for hver s € S og hver m € Mg. Vi definerer:

Definisjon 1.12 En lgfting av Mg til R er en R-modul N sammen med en R-
modul homomorfin : N — Mg, slik at folgende betingelser er oppfylt:

(1) n*: N®r S — Mg er en isomorfi

(2) Torf(N,S) =0

Vi sier videre at to loftinger (N,n) og (N',n) er isomorfe dersom det finnes en
isomorfi av R-moduler ¢ : N — N’ slik at n = ¢on'.

Definisjon 1.13 En mengde U er en torsor over en abelsk gruppe V dersom
det finnes en avbildning ¢ : U x V. — U, slik at at den induserte avbildningen
v — Y(u,v) er en bijeksjon for hver uw € U. Vi skriver ofte u + v istedet for

¥(u,v).

Anta at vi har gitt en surjektiv homomorfi av k-algebraer 7 : R — S, og
dessuten at (ker 7)? = 0. (Vi sier at en morfi er liten dersom den siste betingelsen
er oppfylt). La Mg veere en S-modul. Fra en generell deformasjonsteori for mod-
uler, gitt i [La2, s. 26-29], har vi i denne situasjonen fglgende resultat:

Proposisjon 1.5 Det fins et element o(Mg, ) € Ext% (Mg, Mg ®g ker(r)) som
er entydig gitt, slik at o(Mg,m) = 0 hvis og bare hvis det finnes en lofting av
Mg til R. Dette elementet kalles obstruksjonen for a lofte Mg til R. Dersom det
finnes en slik lofting, er mengden av isomorfi-klasser av lgftinger en torsor over
Eaxty (Mg, Mg ®g ker(m)).
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La oss returnere til var situasjon, sa la paret (A, M) veere gitt. Vi har allerede
nevnt konstruksjonen av €14/, og vi ser at denne gir oss en avbildning av k-
algebra homomorfier m : A ®; A/I*> — A slik at a®b +— ab. Vi setter B =
A @y, A/I?, da gir dette oss en surjektiv homomorfi av k-algebraer 7 : B — A,
med ker(m) = Q4. Siden (ker w)* = 0, er morfien 7 liten.

Vi minner om at det finnes to naturlige seksjoner av m : A ®, A — A, iy :
A — A®, A for k= 1,2. Hver av disse gir opphav til seksjoner av 7, sa det finnes
to naturlige A-modul strukturer pa B. Vi kan derfor definere M = M ®;, B
for £ = 1,2, via disse A-modul strukturene til B, og vi far dermed to B-moduler
17 M, 15 M. Det finnes dessuten homomorfier 7, : iy M — M, for k = 1,2, gitt ved
at m(m @ b) = 1p(m @ b) = w(b)m.

Lemma 1.1 For k = 1,2, er paret (it M,ny : i;M — M) en lgfting av M til B.

Bevis: Vi har en opplagt isomorfi n, ®p idas : ;M @5 A = M siden i er
seksjoner av 7. Det er derfor nok & vise at TorP (i M, A) = 0: La (L;,d;) veere
en A-fri opplgsning av M. Da er (L; ®;, B,d; ®;, idg) en B-fri opplgsning av
M = M ®;, B, og vi kan tensorere denne opplgsningen med A over B, og
TorB(it M, A) vil vaere n’te kohomologi til dette komplekset. Men siden iy, er
seksjon av 7, folger det at dette komplekset er den opprinnelige opplgsningen av
M, sa vi har at TorP(i; M, A) = 0.

|

Det finnes altsa to naturlige lgftinger av M til B, som svarer til de to naturlige
seksjonene av m. Fra proposisjon 1.5 fglger det derfor at vi til hvert par (A, M)
kan tilordne et entydig element i Extly(M, M ®4 Q4,1). Vi definerer derfor:

Definisjon 1.14 Kodaira-Spencer klassen til M er det entydig bestemte elementet
C(M) = ZTM — Z;M < El‘th(M, M &4 QA/k)-

La (Le,ds) veere fri opplgsning av M, da er L, = A™ for hver p. Siden
dy : Lpy1 — Ly er A-linezer, har den form som en matrise (af;) med hver af; € A.
Hver av de to lgftingene har en B-fri opplgsning

. df
0« iyM « B™ <~ B™ « ...

der di er matrisen gitt ved (ix(af;)) for hver p > 0. Dette er opplgsningene
svarende til (Le ®;, B, ds ®;, idp). Avbildningen dj — d% : B™ — B™ gir opphav
til et element ¢ € H'(Homa(Le, M ® Q4/1). Pa den ene siden er dette nettopp
elementet ¢(M) = iM — i5M, fordi det svarer til dy ®;, id — de ®;, id. Pa den
andre siden er dj —d3 = (da;;) som matrise. Det folger derfor at Kodaira-Spencer
klassen ¢(M) er elementet 1 Extl (M, M ®4 Q4/;) som svarer til den A-linesere
avbildningen (da;;) : L1 — M ®4 Qayy.
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Vi gnsker na a innfere Hochschild-kohomologi, fordi Kodaira-Spencer klassen
er et element i en kohomologi-gruppe for denne kohomologien. La derfor A veere
en vilkarlig k-algebra, og P en A-bimodul. Vi danner Hochschild-komplekset
(C*(A, P),d*) pa folgende mate: La hver gruppe i komplekset ha formen C"(A, P) =
Homy(® A, P) for n > 0. Pa grunn av egenskaper til tensor-produktet, kan
vi identifisere hvert element x € C"(A, P) med en k-multilineser avbildning
¢, : A" — P. Nar vi benytter denne identifikasjonen, kan vi beskrive differ-
ensialene d" : C"(A, P) — C"*1(A, P) pa folgende mate: La ¢ € C"(A, P), og la
ay,...,ane1 € A. Daer d"¢ gitt ved

(d"¢)(a1, e ,Gn+1) = @1¢(G2, e 7an+1)
3 (1lar, . Gitigns s ns)
i=1

+ (_1)n+l¢(ala R an)an-‘rl

Dette er opplagt en k-multi linezer avbildning, sa d” er en A-modul homomorfi
for n > 0. Man kan dessuten vise at dette gir et kompleks, ved a regne ut at
d"t' o d® = 0 for alle n > 0. Vi definerer da:

Definisjon 1.15 Hochschild-komplekset til A med verdier i P er komplekset (C*(A, P),d®)
definert ovenfor. Den tilsvarende Hochschild-kohomologi av orden n er dermed

n’te kohomologi av dette Hochschild-komplekset, og vi skriver HH™(A, P) = H"(C*(A, P),d*) =
ker(d™) /im(d™1).

De fgrste kohomologi-gruppene er gitt pa fglgende mate: Gruppene i kom-
plekset er definert slik at C°(A, P) = P, C1(A, P) = Homy(A, P) og C*(A, P) =
Homy,(A®y A, P). De forste differensialene er gitt ved at d°(p)(a1) = a;p—pay, og
d'(¢)(ay,az) = a1¢(az)—d(ajas)+¢(ar)ay for p € P, ¢ € Homy (A, P), ar,aq € A.
For kohomologi-gruppene far vi da HHY(A, P) = ker(d®) = {p € P : ap — pa =
0 for alle a € A}, og at HH'(A, P) = ker(d')/im(d®) = Dery(A, P)/Derg. Den

siste identiteten kommer fram ved at vi har fglgende relasjoner:

ker(d') = {¢ € Homy(A, P): ¢(ab) = agp(b) + ¢(a)b for alle a,b € A}
= Deri(A, P)

im(d”) = {¢ € Homy(A, P): ¢(a) = ap — pa for en p € P}
= Derg

Vi gnsker a betrakte det spesielle tilfellet der M, N er to vilkarlige A-moduler,
og P=Homy(M,N). Laa € A, og ¢ € Homy(M, N), og betrakt a¢, pa som k-
linezere avbildninger fra M til N pa den opplagte maten. Dette gir Homy (M, N)
en A-bimodul struktur. Vi har HHY(A, P) = Hom (M, N). Dessuten kan vi vise
folgende lemma:
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Lemma 1.2 HH'(A, Homy(M, N)) = Ext!, (M, N)

Bevis: Vi minner om at Ext!(M, N) kan beskrives som mengden av ekvi-
valensklasser av ekstensjoner (eller utvidelser) pa fglgende mate: En ekstensjon
av M med N er en kort eksakt sekvens

0=NASEL M0

av A-moduler, og to slike ekstensjoner (F, ¢, ¢) og (E', ¢',¢') er ekvivalente der-
som det finnes en isomorfi  : £ — FE’ slik at alle diagrammene kommuterer. I
vart tilfelle er A en k-algebra, sa M, N, E er spesielt k-vektorrom, og morfiene er
spesielt morfier av k-vektorrom. Vi har derfor at £ = M & N som k-vektorrom,
og morfiene er k-linezere avbildninger, gitt pa folgende mate: ¢(n) = (0,n) for
n € N, og ¥»(m,n) = m form € M, n € N. En ekstensjon av M med N er derfor
et valg av A-modul struktur pa E slik at disse morfiene blir A-linesre.

For vilkarlig a € A,n € N, er ¢(an) = (0,an) = ap(n) = a(0,n), sa vi
ma ha a(0,n) = (0,an). Dessuten er 1(a(m,0)) = ap(m,0) = am. Vi har
da a(m,0) = (am,n(a,m)), for en n € Homy(A, Hom(M, N)). Det folger at
a(m,n) = a(m,0) + a(0,n) = (am,n(a,m)) + (0,an) = (am,an + n(a,m)). Vi
ma dessuten stille fglgende krav: (ab)(m,n) = a(b(m,n)). Dette gir

ab(m,n) = (abm,abn + n(ab,m)) = a(bm,bn + n(b,m))
= (abm,abn + an(b,m) + n(a,bm))

sa n(ab,m) = an(b,m) + n(a,bm). Dette er ngyaktig betingelsen for at n €
Deri(A, Homi(M, N)). Vihar derfor en surjektiv, A-lineser avbildning Dery (A, Homyg(M,N)) —
Exth (M, N).
Vi gnsker a finne kjernen i denne avbildningen: La derfor (F, ¢, 1) og (E', ¢', )
veere to ekstensjoner, svarende til n,n" € Dery(A, Homy (M, N)). Anta dessuten
de to ekstensjonene er ekvivalente, sa det finnes en A-lineser isomorfi 0 : £ — E’
slik at alle diagrammer kommuterer. Da har vi folgende ligninger: fo¢p(n) = ¢'(n),
og ' o B(m,0) = ¥(m,0), sa 0(0,n) = (0,n) og #(m,0) = (m,~y(m)) for en
v € Homy(M, N). Dermed ma 6 ha formen 6(m,n) = (m,n + ~v(m)). Siden 6 er
A-linezer, far vi folgende tilleggs-betingelser pa ~:

0(a(m,n)) = 0O(am,an+n(a,m)) = (am,an + n(a,m) + y(am))
B, m) = a(m, n -+ ~(m)) = (am, an + a(m) + 1 (a,m)
Dette betyr at n(a,m) + y(am) = ay(m) + n'(a,m). Da ma n — ' ha formen
(n—n")(a,m) = ay(m) —v(am) = d°(y)(a), sa n—n' € im(d®). Det folger dermed

at kjernen i var avbildning er im(d°) = Dery, og derfor har vi at Extly (M, N) =
HH'Y(A, Homy; (M, N)) ved en kanonisk isomorfi.
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For en A-bimodul P, har vi felgende eksakte sekvens av A-moduler:
0 — HHY(A, P) — P % Dery(A, P) — HH'(A,P) — 0
For det spesielle tilfellet P = Homy (M, N), gir dette fglgende eksakte sekvens:
(1.1) 0 — Homuy(M,N) — Homy(M,N)
% Dery(A, Homu(M,N)) — Ext'(M,N) — 0

Vi betrakter A-modulen N = M ®j4 4/, Da har vi et spesielt element ¢ €
Dery (A, Hom, (M, M®4Q4/;)) gitt ved c(a)(m) = m®da for allea € A,m € M.
Vi har fglgende lemma:

Lemma 1.3 Elementet ¢ € Exty(M,M ®4 Qay) er Kodaira-Spencer klassen
c(M).

Bevis: Se [La2, s. 43].

a

Kodaira-Spencer klassen ¢(M) gir oss en ngdvendig og tilstrekkelig betingelse
for eksistens av en konneksjon pa M, for vi kan vise folgende viktige resultat:

Teorem 1.1 Det finnes en konneksjon pa M hvis og bare hvis Kodaira-Spencer
klassen c(M) = 0.

Bevis: Fra lemma 1.3 folger det at ¢(M) = 0 hvis og bare hvis elementet
¢ € Dery(A, Homy (M, M ®4 Q4/1) kan skrives pa formen d°(¢) for et element
¢ € Homy(M, M ®4 Qaj). Men da er c(a) = d°(¢)(a) = ap — ¢a, sa c(a)(m) =
ap(m) — p(am). Vi kan dermed sette V = —¢, og vihar at V: M — M ®4 Qs
er k-lineser, med V(am) = aV(m)+m®da. Det folger at det finnes en konneksjon
pa M hvis og bare hvis ¢(M) = 0.

|

Etter dette ser vi at Kodaira-Spencer klassen ¢(M) er obstruksjonen for ek-
sistens av konneksjoner pa M.

1.3 Konneksjonene

Vi kjenner na en ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for eksistens av en kon-
neksjon pa M, i form av obstruksjonen c¢(M). Det vil vise seg at eksistens av en
konneksjon pa M er en forholdsvis sterk betingelse pa paret (A, M). Vi vil derfor
istedet finne betingelser pa paret (A, M) for a finne en D-konneksjon pa M, for
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en A-undermodul D C Deri(A). Mer presist gnsker vi a finne den maksimale
undermodul D, slik at det finnes en D-konneksjon pa M.

La derfor paret (A, M) veere gitt. Kodaira-Spencer klassen ¢(M) gir opphav
til en avbildning g : Dery,(A) — Exth (M, M) pa folgende mate: La § € Dery(A)
veere en derivasjon, den tilsvarer da en ¢5 € Homa(2a/k, A). Vi kan betrakte
avbildningen idy; @4 ¢5 : M ®4 Q4 — M ®4 A, og dessuten sammensetningen
av denne med den naturlige isomorfien m : M ®4 A — M. Vi far da en A-lineser
avbildning mo (idy @4 ¢s) : M @4 Qay, — M. Siden Ext) (P, —) er en kovariant
funktor for hver A-modul P, induserer denne avbildning en A-modul homomorfi
0y + Exth(M,M ®4 Qay) — Exth(M,M). Vi definerer na g(d) = d.(c(M)).
Dette er en veldefinert avbildning, og kalles Kodaira-Spencer avbildningen.

Vi far &' : Dery(A, Homy(M, M @4 Qas)) — Dery(A, Endi(M)) for hver
b € Dery(A), ved at d'(n)(a,m) = m o (idy ®4 ¢5) o n(a,m) for hver n €
Dery(A, Hom(M, M ®4 Qa/)). Dette gir oss fplgende kommutative diagram:

(1.2) Dery(A, Homp(M, M @4 Qas)) — Eath(M,M ®4 Qa)

Lo O |
Dery(A, Endy(M)) % Eaxtl (M, M)
1id
Dery(A)

Element ¢ € Dery(A, Hom(M, M ®4 Qas)), gitt ved at c(a,m) = m ®
da, har egenskapen ¢ = ¢(M). Dette gir oss g(d) = d.(c(M)), sa g(d) = po
8 (c). Men ¢ (c)(a,m) = d(a)m. Altsa er d’(c) = § betraktet som elementer
i Derp(A, Endi(M)). Det folger derfor at ¢ = p o id, der p er den naturlige
avbildningen Dery(A, Endy(M)) — Ext! (M, M). Siden p opplagt er A-lineser
avbildning, er g A-lineser.

Vi setter V = ker(g) C Der(A). Dette kalles Kodaira-Spencer kjernen V, og
er opplagt en A-undermodul av Dery(A). Denne kjernen har folgende egenskap:

Proposisjon 1.6 Kodaira-Spencer kjernen V danner sammen med inklusjonen
V C Der(A) et Lie-Cartan par (V,id).

Bevis: Vi har allerede vist at V er en A-undermodul av Derg(A). Det er
derfor nok a vise at V er en k-Lie underalgebra av Derg(A). La derfor 6,7 €
Derg(A) veere slik at g(d) = g(n) = 0. Vi kan betrakte derivasjonene som ele-
menter i Dery(A, Endi(M)), med d,n € ker(p). Vi har tidligere vist at ker(p) =
im{Endy(M) — Deri(A, Endi,(M))}, og dette er en k-Lie algebra. Det folger
derfor at [§,n] € ker(p), og dermed ogsa i V. Dermed er (V,id) et Lie-Cartan
par.
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La (L,,d,) veere en fri opplgsning av M. Da er Ly = A™, og hver dy : Ly —
Ly har form som en matrise (aj;), der hver af; € A. Vi minner om at ¢(M) €
Eaxtly (M, M ®4Q4;) er elementet definert av den A-lineaere avbildningen (day)) :
Ly — M®aQa. Hver 6 € Dery(A) gir en avbildning mo (id®¢5) : M @4Qa/, —
M, ved at m ® da — d(a)m. Dette gir na opphav til avbildningen §*, som vi har
nevnt tidligere. Elementet ¢(M) avbildes na pa et element i Extl (M, M) definert
av matrise-avbildningen (¢; o daf;). Men ¢5 o d = 9, sa dette er avbildningen
(6(aP;)). Siden g(d) = 0*(c(M)), er g(d) elementet i Exty(M, M) definert av
(6(af;). Dette gir oss et eksplisitt uttrykk for g(d) for hver § € Dery(A).

La § € Derg(A) veere en vilkarlig derivasjon. Da er vi interessert i a finne
en Vs € Endi(M), slik at Vs(am) = aVs(m) + d(a)m for alle a € A, m € M.
(Vi sier at Vs € Endg(M) har derivasjonsegenskap dersom denne betingelsen er
oppfylt). Vi har fglgende lemma:

Lemma 1.4 Det finnes en Vs € Endy(M) med derivasjonsegenskap hvis og bare
hvis 6 € V.

Bevis: Avbildningen p : Dery(A, End,(M)) — Ext! (M, M) i diagram 1.2
er en del av den lange, eksakte sekvensen 1.1. For en § € Derg(A), er § €
V hvis og bare hvis det finnes en Vs € Endi(M), med aVs — Vsa = §(c).
Det siste er imidlertid ekvivalent med at det finnes en Vs € Endi(M) med
derivasjonsegenskap.

O

For en 6 € V, trenger vi dessuten a vite hvordan vi kan finne en slik Vj.
La derfor (Ls,ds) veere en A-fri opplgsning av M, sa Ly = A™ for hver k, og
dy : Ly.1 — Lj er en matrise (afj), der alle koeffisientene afj € A, for hver
k > 0. La 0 € Deri(A) veere en derivasjon, og la oss skrive 0, : L — Ly
for avbildningen ™. Vi kaller dessuten den siste avbildningen i opplgsningen
p: Ly — M. Tidligere har vi betraktet avbildningen (d(ag;) : Ly — Lo, og satt
9(6) = po(d(ay;)). Vi ser na at avbildningen (0(ay;)) = do 0 do — do © d;. Siden
pody =0, folger det na at g(d) = po d; o dp.

Vi har at g(d) = 0, siden 6 € V. Dette betyr at det fins en A-lineser ¢ :
Lo — M slik at po dygody = ¢ ody. Men da kan vi sette 1) = po dy — ¢. Da er
¥ : Ly — M en k-lineser avbildning, og ¢ o dy = 0. Det betyr at v induserer en
k-linezer avbildning ¢' : M — M, slik at ¢’ o p = 1. Denne avbildningen oppfyller
' (am) = ay)’(m) + 6(a)m for alle a € A, m € M, sa Vs =’ € Endi(M) har
derivasjonsegenskap.

Siden V er en A-modul, er den opplagt et k-vektorrom. Vi kan derfor velge en
basis for V som k-vektorrom og finne en Vs € Endy (M) med derivasjonsegenskap
for hver 6 € V. Dette definerer en k-lineser avbildning V : V. — Endy (M), slik

at Vs(am) = aVs(m) + 6(a)m for alle a € A, m € M. Vi vil ofte referere til
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en slik avbildning som en k-lineser V-konneksjon pa M, selv om avbildningen i
virkeligheten kun er en V-konneksjon pa M dersom den i tillegg er A-lineger.

Det er na apenbart at for hver A-undermodul D C Derg(A) som er slik at
det eksisterer en D-konneksjon pa M, sa har vi D C V. Det er da naturlig a
sporre om hvilke betingelser man ma ha pa (A, M) for at det skal kunne finnes
en V-konneksjon pa M. Fglgende proposisjon gir svaret pa dette spgrsmalet:

Proposisjon 1.7 Det finnes et element lc(M) € Exth(V,Ends(M)) som er
entydig gitt, og som er slik at det eksisterer en V-konneksjon pa M hvis og bare
hvis lc(M) = 0. Elementet lc(M) kalles obstruksjonen for eksistens av en V-
konneksjon pa M. Hvis det finnes en 'V -konneksjon pa M, er dessuten mengden

av 'V -konneksjoner pa M en torsor over Homa(V, Enda(M)). Hvert element i
Homa(V, Enda(M)) kalles na et potensial.

Bevis: La V : V — Endg(M) veere en vilkarlig k-lineser V-konneksjon
pa M. Betrakt da elementet W, gitt ved ¥(a,d) = Vo5 — aVs € Endy(M) for
alle a € A, § € V. Merk at U € Derg(A, Homy(V, Enda(M))), for vi har
at ¥(a,d)(bm) = (Vas(bm) — aVs(bm) = b¥(a,d)(m), og dessuten V(ab,d) =
Vaps — abVs = Vs — aVis + aVbd — abVs = V(a,bd) + a¥ (b, ) for alle a,b €
A meM,é€V.Lale(M) =V € Extyy(V, Enda(M)). Dette er et veldefinert
element, for la V, V' veere to k-linezere V-konneksjoner pa M. Daer V-V’ : V —
Endy(M) en k-linezer avbildning. Dessuten er (V — V’)(am) = a(V —V’)(m) for
alle a € A, m € M, sa dette definerer et element i Homy(V, Enda(M)). La na
U og ¥ veere de tilsvarende elementene i Dery(A, Homy(V, Enda(M))). Da er
U — U =d%V — V'), og derfor ¥ — ¥’ = 0 som element i Exth(V, End(M)).
Det folger at elementet lc(M) € Exth(V, Enda(M)) er veldefinert.

Vi ma vise at le(M) = 0 hvis og bare hvis det finnes en V-konneksjon pa M.
Men lc(M) = 0 hvis og bare hvis det fins en n € Homy(V, Enda(M)) slik at
d’(n) = ¥, der ¥ er elementet som definerer lc(M), svarende til den k-linesere V-
konneksjonen V pa M. Dette betyr at for alle a € A, 6 € V, sa har vi relasjonen
Vs —aVs = an(d) —n(ad), som er det samme som at (V +n)(ad) = a(V +n)(9).
Dette er igjen ekvivalent med at vi kan velge V' = V 41 : V — Endi(M) slik at
V' er A-lineer, og slik at V'(J) har derivasjonsegenskap for alle 6 € V. Men dette
betyr at V' er V-konneksjon pa M, sa vi har na vist at lc(M) = 0 hvis og bare
hvis det finnes en V-konneksjon pa M. Anta tilslutt at V, V' : V. — Endi(M) er
V-konneksjoner pa M. Da kan vi betrakte n = V — V' € Hom(V, Endi(M)).
Men dette elementet oppfyller n(d)(am) = an(d)(m) for allea € A, m € M, § €
V. Det folger at n € Homa(V,Enda(M)) er et potensiale. Anta sa at V er
en V-konneksjon pa M, og n er et potensiale. Vi setter V' = V + 7, da er
V':V — Endi(M) en A-lineser avbildning. Siden 7(d) er A-linezer og V, har
derivasjonsegenskap for hver § € V, har V'(¢) derivasjonsegenskap for hver § € V.
Det fglger at V' er V-konneksjon pa M. Vi har dermed vist at mengden av V-
konneksjoner pa M er en torsor over potensialene Homa(V, End(M)).
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a

Vi har dermed at den maksimale A-undermodulen D C Derg(A) som er slik
at det finnes en D-konneksjon pa M, er V hvis obstruksjonen lc(M) = 0, og en
ekte undermodul av V i motsatt fall. Merk ogsa at dersom V er en projektiv
A-modul, sa er Ext(V, Enda(M)) = 0, og det finnes trivielt en V-konneksjon
pa M. Til slutt noterer vi at beviset ovenfor ikke bare gir en betingelse for nar
det finnes en V-konneksjon pa M: Hvis det finnes en slik konneksjon, beskriver
beviset eksplisitt hvordan denne kan konstrueres.

Anta at det finnes en V-konneksjon pa M. Siden (V,id) er et Lie-Cartan par,
har det mening a snakke om krumningen til denne konneksjonen. Vi gnsker a
beskrive de integrable V-konneksjonene pa M, og trenger folgende lemma:

Lemma 1.5 For hver V-konneksjon NV pa M, finnes det en naturlig V -konneksjon
pa Enda(M) som kalles ad V.

Bevis: Vi konstruerer ad V : V. — Endi(Enda(M)) pa folgende mate: For
hver § € V, lar vi (ad V)(8)(¢) = Vso ¢ — ¢ o Vs for alle ¢ € Enda(M). Da
er (ad V)(0)(¢) = ad Vs(¢) € Endi(M). Dette elementet ligger i Enda(M),
da (ad Vs)(¢)(am) = Vs(ap(m)) — ¢(Vs(am)) = alad Vs)(¢)(m) for alle
a € A,m € M, saad Vs : Enda(M) — Ends(M) er en k-lineser avbild-
ning. Vi far derfor ad V : V. — Endi(Ends(M)), og denne avbildningen er
opplagt A-lineser: (ad V5)(¢) = Vas 0 ¢ — ¢ o Vs = alad Vi)(¢) for alle
a € A, 0 € V, ¢ € Enda(M). Til slutt viser vi at denne avbildningen har
derivasjonsegenskap: (ad Vs)(ap) = Vs(ap) — ap(Vs) = 6(a)p + (ad Vs)(9),
for alle a € A, § € V, ¢ € Enda(M). Det folger av dette at avbildningen
ad V : V — Endi(Enda(M)) er en V-konneksjon pa M.

a

Vi ser spesielt at 'V virker pa End (M) via ad V. Siden V er en k-Lie algebra,
og dessuten virker pa End4 (M), har det mening a snakke om k-derivasjoner fra
V inn i Enda(M). La na Dery 4a(V, Enda(M)) betegne de potensialene som
spesielt er k-derivasjoner. (Dette er altsa de potensialene A : V. — End4(M)
som oppfyller den fplgende versjon av Leibniz-regelen: A([d,n]) = (ad V5)(A(n))—
(ad V,)(A(9))). Vi har fglgende resultat:

Proposisjon 1.8 Anta at Enda(M) er en kommutativ ring, og at det finnes
en V-konneksjon V° pd M som er integrabel. Da er mengden av integrable V -

konneksjoner pa M en torsor over Der,(V, Ends(M)).

Bevis: Anta at Enda(M) er en kommutativ ring. Vi har allerede vist at
dersom VY er en integrabel V-konneksjon pa M, sa er enhver annen V-konneksjon
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pa M pa formen V = V° 4+ A for et potensiale A. Mengden av integrable V-
konneksjon pa M er derfor en torsor over de potensialene A som er slik at Ryoy 4 =
0. La oss regne ut Ryo, 4(9,7n) for §,n € V:

Ryoya(d,n) = [(V7 4 A)(), (VO + A)(n)] — (V° + A)[6,7]
= Ryo(d,n) + [A(0), A(n)] — Ald, n]
+ Agvn + VaAn — AnV(; — VnAg
= — A[o,n] + ad V5(A(n)) — ad V,(A(6))

Setter vi na Ryo, 4 = 0, har vi at
A([0,n]) = ad Vs(A(n)) — ad V,(A(0))

for alle 6,7 € V. Dette er oppfylt hvis og bare hvis A er derivasjon, sa resultatet
folger.

|

Merk: Fra beviset folger det at hvis End4 (M) ikke er en kommutativ ring, sa
er mengden av integrable konneksjoner en torsor over de potensialer som oppfyller
folgende ligning;:

Ald, ] = [A(6), A(n)] + ad V5(A(n)) — ad Vy(A(0))

for alle 6,7 € V.
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Kapittel 2

Eksemplene

Vi gnsker na a gjore endel kalkulasjoner for noen konkrete eksempler, for a k-
largjore den generelle teorien vi har utviklet i kapittel 1. Vi vil derfor se pa en
mye mer spesiell algebraisk situasjon enn vi har gjort sa langt. Vi gnsker ogsa a
definere begrepet monodromi for denne spesielle algebraiske situasjonen. Til slutt
vil vi velge ut ett eksempel som vi vil kalkulere med i kapittel 3.

2.1 Singularitetene

Teorien vi har utviklet sa langt, gjelder i en sveert generell algebraisk situasjon.
Den er imidlertid lite studert nar ringen A er singuleer. Vi skal derfor i fortsettelsen
begrense oss til den situasjon at A er en singuleer k-algebra. Vi gnsker na a bruke
folgende notasjon: Vi sier at A har en isolert singularitet dersom den kun har ett
singulaert punkt, og at den er en hyperflate med en isolert singularitet dersom
den i tillegg har formen A = k[zq,...,x,]/(f) for en f € k[xq,. .., x,].

Vi gnsker a kalkulere noen eksempler der A er en hyperflate med en isol-
ert singularitet. Det viser seg at disse kalkulasjonene ikke er trivielle, selv nar
dim(A) = 1, og vi er derfor interessert i betrakte slike singuleere algebraer
som er forholdsvis enkle. Merk imidlertid at vi ser pa k-algebraer pa formen
A =kl[zy,...,2,]/(f), og disse trenger ikke a veere lokale eller komplette ringer.
Vi har valgt a studere slike generelle k-algebraer, fordi vi er interessert i begreper
som konneksjoner og monodromi. (Disse begrepene er ikke lokale begreper, og er
ikke bestemt av det som skjer lokalt i det singuleere punktet). I det algebraiske
studiet av en singularitet er det imidlertid vanlig a betrakte den lokale komplette
ringen B som framkommer ved a kompletere A i det singuleere punktet. De fleste
resultatene er derfor gitt for slike lokale, komplette ringer.

La oss na innfgre litt notasjon for moduler M over en vilkarlig ring A: Vi sier
at en modul M er indekomposabel dersom M = M; & M, medfgrer at M = M;
eller M = M,. For hver modul M kan vi dessuten betrakte den duale A-modulen
M* = Homa(M, A), og det finnes generelt en naturlig A-modul homomorfi ¢ :
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M — M**, som er gitt ved at ¢(m)(n) = n(m) for alle m € M, n € Homs(M, A).
Vi sier na at en modul M er refleksiv dersom den naturlige avbildningen ¢ : M —
M** er en A-modul isomorfi. For en vilkarlig modul M finnes det en undermodul
T(M) ={m € M : Ann(m) # 0}, som kalles torsjonen til M. Vi sier at M
er torsjonsfri dersom T'(M) = 0. Til slutt sier vi at en modul M er maksimal
Cohen-Macauley dersom hgyden til M er lik Krull-dimensjonen til A.

Hvis B er den komplette, lokale ringen til en singularitet, sa sier vi at sin-
gulariteten er simpel dersom det kun finnes endelig mange isomorfi-klasser av
indekomposable, maksimalt Cohen-Macauley moduler over B. Dette er ikke den
vanlige definisjonen, men et resultat gitt i [B-G-S]. Vi betrakter na de simple
kurve-singularitetene, det vil si de simple singularitetene av dimensjon 1. Disse
er de enkleste singularitetene, og har blitt klassifisert fullstendig i [Arn]: En-
hver simpel kurve-singularitet er av typen B = k[[z,y]]/(f), for en f € k[[z,y]]
beskrevet i fglgende fullstendige liste:

’ Navn: ‘ f: ‘
A, 2>+t n=12,...
D, r?y+y" ! n=45,...
Fy xt 4 o3

E, 3+ xy?

FEg z° +y°

Vi gnsker altsa ikke a betrakte disse lokale, komplette ringene, men kan istedet
se pa de tilsvarende k-algebraene A = k[z,y|/(f) for hver f € k[z,y| i listen
ovenfor. Det fglger na lett at B = A, kompletteringen av A i det singulaere
punktet, siden kompletering er en eksakt funktor. For enkelhets skyld sier vi na
at det er k-algebraene A = k[z,y|/(f) som er de simple kurve-singularitetene, og
vi kaller singularitetene for henholdsvis A,,, D,,, Fg, E7, Es. I det som fglger vil vi
kun betrakte slike simple kurve-singulariteter.

2.2 Modulene

La na k-algebraen A = k[x,y]/(f) veere gitt som en simpel kurve-singularitet,
og betrakt de endelig-genererte modulene over A. Dette er en stor klasse av
moduler, og vi gnsker a begrense denne. De fleste klassifiserings-resultater er
gjort for moduler over den tilsvarende komplette ringen B = kl[[x, y|]/(f). Det vil
vi gjore nytte av nar vi bestemmer hvilken klasse av moduler vi gnsker a betrakte.
Merk ogsa at over ringen B, er begrepene refleksiv modul, torsjonsfri modul, og
maksimal Cohen-Macauley modul sammenfallende. Vi vil derfor fritt identifisere
disse begrepene med hverandre.
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Det forste resultatet er at det kun finnes et endelig antall refleksive, indekom-
posable B-moduler, nar B = k[[z,y]]/(f) er den komplette ringen til en simpel
kurve-singularitet, og disse er fullstendig klassifisert (se [G-K]). Vi skal ikke liste
opp alle her, men senere velge ut noen fra denne listen som vi gnsker a arbeide
videre med.

Hvis R er en vilkarlig ring, og © € R, sa er en matrise-faktorisering av x
over R et par av R-lingre avbildninger ¢ : R* — R™ og ¢ : R™ — R", slik at
oy =uxl, og Yo¢p = xl,. For en slik matrise-faktorisering, betrakt ringen
S = R/(x) og de induserte avbildningene ¢ : S® — S™ og 1) : S™ — S™. Dette
gir na en sekvens:

0<—coker(¢)<—5misn<£5m<—...

Dette er i det minste et kompleks, og hvis (z)/(z)? er fri over S, sa er dette en
S-fri opplgsning av N = coker(¢) (se [Eis, s. 49]). I sa fall kaller vi dette den frie
opplgsningen av coker(¢) indusert av matrise-faktoriseringen (¢, ).

Betrakt na den simple kurve-singulariteten B = k[[x, y]]/(f), og en indekom-
posabel, refleksiv modul N over B. Ifglge [Eis, s. 52|, finnes da en B-fri opplgsning
av N som er indusert av en matrise-faktorisering av f over k[[x, y]]. Dette betyr at
de indekomposable, refleksive modulene over de simple kurve-singularitetene har
spesielt enkle frie opplgsninger. For hver simpel kurve-singularitet B = k[[z, y]|/(f),
gnsker vi derfor kun a betrakte de indekomposable, refleksive modulene over B.

Dersom B = kl[[z,y]]/(f) er en simpel kurve-singularitet, finnes det altsa en
fullstendig liste over indekomposable, refleksive moduler over B, og disse har
alle forholdsvis enkle B-frie opplgsninger. Vi gnsker imidlertid a betrakte den
tilsvarende k-algebraen A = k[x,y]/(f) i stedet for den komplette ringen B =
k[[z,y]]/(f), og moduler over A. Vi har i dette tilfellet ikke sa pene resultater.

Det gjor imidlertid ikke sa mye, fordi hver indekomposabel, refleksiv modul N
over B gir opphav til en modul M over A pa fglgende mate: Vi vet at det finnes
to n X n-matriser ¢, 1 med verdier i k[[z, y]] som danner en matrise-faktorisering
av f over k[[z,y]], og som gir opphav til en B-fri opplgsning

0—Ne—B"&p&pr. .
av N. Det er na lett a se at disse matrisene ¢, ¢ spesielt har verdier i k[x, y] betrak-

tet som en underring av k[[z, y]], og (¢, ) er derfor ogsa en matrise-faktorisering
av f over k[z,y|. Som vi tidligere har sett, induserer dette et kompleks

O<—coker($)<—A”£A”<£A”<—...
Komplekset er en opplgsning hvis (f)/(f)? er A-fri, og dette er opplagt tilfelle

hvis f € k[z,y] er irredusibel. Vi kan na sette M = coker(¢), som gir oss en
A-modul (uavhengig av om komplekset faktisk er en opplgsning). Dersom man
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tensoriserer den siste sekvensen med B over A, er det lett a se at man far tilbake
den B-frie opplgsningen av N. Det betyr at M ® 4 B = N,sa M = N.

Vi har na vist at hver refleksiv, indekomposabel modul N over B gir opphav
til en modul M over A. Hvis f € k[z,y] er irredusibel, har modulen M en
fri opplgsning som er spesielt enkel, nemlig opplgsningen som er gitt ovenfor.
Dette gir oss en klasse av moduler M over hver simpel kurve-singularitet A =
klx,y]/(f). Vi onsker fra na av kun a betrakte moduler av denne typen.

2.3 Et eksempel

Blant disse simple kurve-singularitetene A, og A-modulene M som vi na har
spesifisert, velger vi ett eksempel som vi vil kalkulere med i kapittel 3.

Blant de simple kurve-singularitetene, velger vi Fy, som svarer til at k-algebraen
A = k[z,y]/(z*+y?). Hovedgrunnen til at vi velger akkurat denne er at f = x%+y3
er et irredusibelt polynom, og at A derfor er et integritetsomrade. Dette betyr
blant annet at X = Spec(A) er irredusibel, og at enhver modul over A har en
veldefinert rang. Dessuten er Eg den nest enkleste av de irredusible, simple kurve-
singularitetene.

Den enkleste av disse irredusible singularitetene er As-singulariteten, gitt ved
f = 22 + 93, Grunnen til at vi ikke bruker den, er at den ikke er tilstrekkelig
interessant: I klassifiseringen av de refleksive, indekomposable modulene over den
komplette, lokale ringen B = k[[z,y]]/(2*+?) (se [G-K]), finnes det kun moduler
av rang 1. For Fg finnes det i tillegg moduler av rang 2. Det er lett a se at rangen
til en modul bevares ved kompletering, sa dette betyr at Fg-singulariteten er
den enkleste singulariteten som har rang 2-moduler (blant de singulariteter og
moduler vi betrakter). Det vil senere vise seg at rangen til en modul er av stor
betydning for de konneksjoner som finnes pa modulen, og vi velger altsa FEj
framfor A, fordi rang 2-moduler er mer interessante enn rang 1-moduler.

I den nevnte klassifiseringen av de indekomposable, refleksive modulene over
B = k[[z,y]]/(z* + y?), finnes to moduler av rang 2. En av disse har en B-fri
periodisk opplgsning av rang 3, den andre av rang 4, og vi velger den enkleste.
Dette er modulen kalt Mg i [Siqv], og en B-fri opplgsning av denne modulen er
ogsa gitt 1 [Siqv, s. 21]. Opplgsningen er den folgende:

0 Mg+ B3 p3édrps

Dette er altsa en opplgsning som kommer fra en matrise-faktorisering av f =
2t 4+ 2 over B, gitt ved at

Ty —y2 —IS
do = | —yF —2® a¥y
23'2 —Xy y2



0 -y 2?

—x 0 y

og dy, = dy, dopy1 = d; for alle n > 1.

Vi kan na betrakte matrisene d; som avbildninger d; : A*> — A3 for alle i > 0.
Dette gir oss i det minste et kompleks. Sett M = coker(dy), ogla p: A> — M
veaere den kanoniske surjeksjonen. Da har vi en sekvens

0 M&E A3 4380 43

Siden f = x* + 9 er irredusibel, er dette en opplgsning. Vi har na fatt en modul
M over A av rang 2, med en fri opplgsning. Opplgsningen som vi har gitt her,
skal vi kalle (L,,d,), idet vi setter L; = A3 for alle ¢ > 0.

2.4 Monodromi

Anta at k = C, de komplekse tallene. La videre paret (A, M) veere gitt, der A er
en simpel kurvesingularitet og M er en A-modul av typen som ble introdusert i
avsnitt 2.2. Anta at k-algebraen A er et integritetsomrade, slik at X = Spec(A)
er irredusibel. For hver V-konneksjon V pa M, kan vi da definere monodromi
til restriksjonen av V til X — {0}, komplementet til det singuleere punktet i X.
For enkelhets skyld vil vi ofte kalle dette monodromien til V-konneksjonen V.
Legg spesielt merke til at enhver V-konneksjon V pa M restriktert til X — {0}
er integrabel, siden dim(A) = 1.

Vi merker oss fgrst at A ma veere Fg, Eg eller A,, for en jevn n. Dette be-
tyr at A = k[z,y]/(f) = k[t',t™] C k[t], for to innbyrdes primiske heltall
l,m. Vi har derfor at Agy = k[t,t7']. Som vanlig betrakter vi det affine skje-
maet X = Spec(A). Men vi er interessert i monodromi, og dermed i lukkede
punkter utenfor singulariteten. Vi betrakter derfor den apne, affine delmengden
D(x) = Spec(Agy) € X, og ser at D(xz) N X,,, = X,, — {0}. Dette betyr at
D(x) inneholder akkurat de lukkede punktene vi er interessert i. Dessuten er
D(z) = Spec(k[t,t71]), sa de lukkede punktene i D(z) er i 1-1 korrespondanse
med det komplekse plan utenfor origo, C —{0}.

Anta na at M er en A-modul av rang n, at Kodaira-Spencer kjernen til M
er V, og at V er en V-konneksjon pa M. Fordi modulen er av typen spesifisert
i avsnitt 2.2, folger det at My, er Ag,y-fri av rang n. Dette er lett a sjekke,
siden det kun finnes endelig mange moduler over hver av disse k-algebraene vi
betrakter. Ved restriksjon til det affine underskjemaet D(z), kan vi na betrakte
V ,3-konneksjonen Vg @ Vi — Endy(M,y). Siden M,y er fri, folger det at
Vi = Derp(Agy) =< % >. Det betyr at V) er bestemt av sin verdi pa %,
V% S Endk(M{x}) = Endk(A?z})
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Siden V o eren differensial-operator, er dens kjerne lgsninger av differensial-
ligninger. Slike ligninger kan man generelt bare lgse lokalt. Ved restriksjon av
V til et lukket punkt P € D(x), far vi en Dery(A,)-konneksjon pa M,, V, :
Der(A,) — Endi(M,), siden M, er A,-fri. Dette er en konneksjon pa M, siden
A, er reguleer (se proposisjon 1.4). Men vi har at Dery(4,) =< & >, si denne
konneksjonen er ogsa bestemt av verdien pa elementet %, \Y 2 € Endy(A3). Vi
betrakter na en liten omegn U om P i D(x), og kaller ringen av funksjoner som
er analytiske i U for A7". Dette er opplagt en utvidelse av ringen A,, og hvis vi
definerer Mj™* = M ®4 A", kan vi opplagt utvide V,, til V3", en konneksjon pa
Mgne. Til slutt definerer vi ker(V™) = {m € My : Vg”a(%)(m) = 0}. Dette
er k-vektorrommet av analytiske lgsninger av differensial-ligningene svarende til
V.

Siden A er en kurve-singularitet, er Derg(A,) = A, for punkter P i D(z). For
enhver V-konneksjon pa M, har vi derfor at V), er integrabel. Vi er derfor i en
situasjon hvor A, er en lokal, regulaer ring, M, en A-modul, og V,, en integrabel
konneksjon. Man kan da vise fglgende resultat (se [Del]):

Proposisjon 2.1 La A vere en lokal, requler ring, M en A-modul, og V en
integrabel konneksjon pa M. For en analytisk utvidelse av A, A, har vi da at
Mana o~ ker(vana) ®k Aana.

[ var situasjon betyr dette at dimy, ker(V5™®) = n. Vi kan derfor lgse differensial-
ligningene som svarer til V), lokalt i punktet P. Hver ekvivalensklasse av kurver
i C —{0} (i sterk topologi) gir derfor opphav til et element i Auty(k™), ved ana-
lytisk utvidelse av lgsningene langs kurven. Det betyr at vi har monodromi i van-
lig kompleks forstand. Siden C —{0} har fundamentalgruppe Z, er monodromien
bestemt av et element i Auty (k™). Dette er en n x n-matrise med verdier i k = C,
og det er denne matrisen vi vil kalle monodromien til M via V-konneksjonen V.

Vi har altsa vist folgende: Hver simpel singularitet A som er et integritet-
somrade, sammen med en A-modul M av rang n og en V-konneksjon V pa
M gir opphav til et element i Auty(k™), som kalles monodromien til trippelet
(A, M, V).
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Kapittel 3

Kalkulasjonene

Vi vil altsa gjgre vare kalkulasjoner for singulariteten Ejg, sa vi betrakter ringen
A = k[x,y]/(xz* 4+ y?). Vi vil jobbe med modulen M med opplgsning:

xy —y? -2 0 -y 22
0—M— A — | —2 —a3 22y | A —y —2 0 —
2 —xy P -z 0 y

I hele dette kapittelet vil vi anta at k£ = C, de komplekse tallene. For enkelhets
skyld vil vi likevel som regel skrive k. Av samme grunn vil vi ofte skrive p(x,y)
nar vi mener ekvivalensklassen til p(z,y) i A (for et polynom p(x,y) € k[z,y]).

Vi vil senere komme til a trenge A-modulen Dery(A) eksplisitt beskrevet, sa
la oss finne generatorer over A for denne modulen: Vi kan representere enhver
derivasjon § € Deri(A) ved en k-linger avbildning D : kf[z,y] — k[z,y] med
derivasjonsegenskap, som oppfyller D(z*+3?) € (z*+y?). Viser at D(z* +y3) =
423D(x) 4+ 3y*D(y), og merker oss at D tilfredstiller Leibniz-regel er det samme
som at D er bestemt av verdiene pa z og y. (Vi har D = D(z)Z + D(y)a%).
Dette gir oss fglgende betingelser pa D:

D(z* +y*) = 42°D(z) + 3y’ D(y) = h(z* +¢*) forenh € klz,y] &

2*(4D(x) — ha) = y*(hy — 3D(y))

Men k[z,y] er entydig faktoriseringsomrade, sa vi far:

4D(x) — hx = py* og hy —3D(y) = pa® for en p € k[z,y] &

D(x) = {(he +py?) o8 Dly) = 5 (hy — pe’)

Dette betyr at Der,(A) er generert av elementene dy og d; over A, der §y =

ixa% + %ya% er Euler-derivasjonen (svarende til h = 1,p = 0), og §; = iyZa% —
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%x?’a% er den trivielle derivasjonen (svarende til h = 0,p = 1). Men Dery(A)
er selvsagt ikke fritt generert av disse elementene. Vi har fglgende relasjoner:
y?0g — w6, = 0, og 230y + yé; = 0. Men det burde na vaere klart at disse to

relasjonene genererer alle relasjonene over A, sa vi har fglgende resultat:
Dery(A) =2 A/ < (y*, —x), (2°,y) >
For oversiktens skyld, skriver vi ogsa opp generatorene:

10 10 1,0 1,0

50:Z$%+§yafy 0 ~ — =

~ 3V ar 3" Ay
Opplgsningen av M vil vi referere til som (L., d,), og den har fglgende form:
0e— M LA3 2 43—

der dy =dy = ..., dy = d3 = ... er de to matrisene i matrise-faktoriseringen av
[ =x*+y? over k[z,y], M er en kvosient av A3, og p er kanonisk kvosientavbild-
ning.

3.1 Kodaira-Spencer kjernen V

Vi har na en Kodaira-Spencer avbildning g : Dery(A) — Exth (M, M), og en
A-undermodul V = ker(g) av Derg(A). Vi gnsker na a beregne V, og kalkulerer
derfor g(&y) og g(01) i Exty (M, M). For a kunne gjgre dette, trenger vi forst en
mer eksplisitt beskrivelse av Extl (M, M).

Vi minner om definisjonen av Ext! (M, M): For opplesningen (L,, d,) av M,
betrakter vi komplekset Hom (L., M). Dette komplekset har differentialer d' :
Homa(Li, M) — Homa(L;y, gitt ved at d'(¢) = ¢ o d; for alle i > 0. Siden
L; = A3 sa er Homa(L;, M) = M? for alle i > 0. Dessuten ser man at d’ er
multiplikasjon med matrisen d; fra hgyre. Vi far derfor fglgende kompleks:

0 1
M3 A3 A v

Na er Extl (M, M) = ker(d")/im(d"), ferste kohomologi til den nevnte kompleks.

Ethvert element i M3 har formen (my, my, m3) € M? med m; € M for i =
1,2,3. Hver m; € M har formen (m;, m;2, m;3) med hver m;; € A. Hvert element
a € Aer klassen til et element p € k[x,y]. Vi gnsker derfor a identifisere elementer
i M? med 3 x 3-matriser med koeffisienter i k[z,y]. Vi identifiserer pa fglgende
mate:

l ll mp
xr = m = l2 mo N9
n l3 ms3 MNg
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Under denne identifikasjonen har vi noen relasjoner: Et element z = 0 hvis
og bare hvis

L m m vy —y? -2
ly moy ny | = =2 —2® 2% | xB
I3 mz ns z? -y y2

for en 3 x 3-matrise B med koeffisienter i k[z, y], og likheten mellom matrisene
er likhet i hver koeffisient modulo (2% + y3).

Siden Exth (M, M) = ker(d')/im(d°), er det ngdvendig & regne ut im(d") for
a vite hvilke relasjoner som finnes i Ext!y(M, M). Men im(d°) er generert som
A-modul av elementene d°(e;;) for 1 < i,j < 3, der hver ¢;; € M? er elementet
identifisert med matrisen C' med ¢;; = 1, alle andre koeffisienter 0. Dette gir oss
folgende 9 generatorer for im(d°):

xy —y* —ad 0 0 0
d’(en)=1 0 0 0 d(en) = | xy —y* —a°
0 0 0 0 0 0
0 0 0 —y? a2 2%y
d(esz1))= 0 0 0 de)= 0 0 0
xy —y? —a 0
0 0 0 0
d(eg) = | —1? —2° 2%y d*(e3y) = 0 0 0
0 0 0 —y? -2 2%y
2> —xy y? 0 0 0
0 _ 0 _ 2 2
d (613) = 0 0 0 d (623) = T -y Yy
0o 0 0 0o 0 0
0o 0 0
d’(ess) =1 0 0 0
2 —xy P

Vi vet na at dy er en 3 x 3-matrise (a;;), der hver a;; € A. Vi kan derfor
representere g(d) ved matrisen (§(a;;)) som et element i Extl (M, M), for en
vilkarlig derivasjon 6 € Derg(A) (se avsnitt 1.3). Vi gnsker na a finne g(dy) og
g(01) og skrive opp disse som 3 x 3-matriser:

do(z?)  do(—y?) do(—27)
9(%0) = | do(=¥*) do(—2?) do(2%y)
do(x?)  do(—zy)  do(y®)
1 Tvy —8y? —923
= — | =8y —923 102%y
121 a2 —Txy  8y?
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1 xy —y? -2 70 0 1 (0 —y? —a2?
= 5 —y2 —a® 2y 0 8 0|+ B 0 —2® axy
22 —xy  y? 009 0 2%y —y?
1 1
= Ed()(ezg) — Edo(egg) = 0

Dessuten har vi at
51(96’2) 51(—92) 51(—953)
g(01) = | a(=y?) 0(=2®) & (a?y)
o (z?)  di(—zy) 6(y?)
1 T2 8xdy  —9x%y?
= 5 8z3y —9x%y*  10zy?
6xy?  —Ty> —8x3y

1 vy —y? —-a2° 0 0 —9zy
= —| = —2® 2% -7y 0 0
2

12 ? —xy vy 0 —8y 0
1 0 0 0
+ D x?’yz —xzyz x3y3 )
—TY Yy vy
= ixydo(egg,) — iydo(egl) =0
12 12

Det folger na at g(§) = 0 for alle 6 € Der(A), sa g = 0, og dermed har vi at
V = Dery(A).

3.2 V-konneksjonene pa M

Vi vet na at det fins en obstruksjon lc(M) € Exty(V,Ends(M)) for a finne
en V-konneksjon pa M. Vi gnsker na a kalkulere denne obstruksjonen. Vi vet
ogsa at hvis le(M) = 0 sa er mengden av slike konneksjoner en torsor over
Homu(V,Ends(M)). 1 dette tilfellet gnsker vi a finne et uttrykk for alle disse
konneksjonene.

Vart naturlig startpunkt blir na & beregne obstruksjonen le(M). Vi begynner
derfor med a se pa obstruksjonsrommet Ext!(V, Ends(M)), og trenger da en
beskrivelse av End4(M). La oss derfor kalkulere denne A-modulen:

3.2.1 Beregning av Ends (M)

Vi vet at M = A3/im(dy). En A-modul homomorfi fra M inn i M er derfor
det samme som en A-linzer avbildning ¢ : A — A3, som oppfyller ¢(im(dy)) C
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im(dp). Dette kan vi identifisere med en 3 x 3-matrise B med koeffisienter i k[z, y],
slik at folgende ligninger er oppfylt:

Body(e;) = do(x;) for en z; € A% i=1,2,3

der hver ligning er en ligning i hver koeffisient modulo (z* + ¢3), og {e;} er
standard-basis for A%. Anta na at ¢ har formen

ay a4 ay

¢ = Gz as das
a3 aeg QA9

der hver a; € k[z,y|. Da har vi at ¢ € Enda(M) hvis og bare hvis det finnes
fi,--+, fo,ha,. .., ho € klx,y] slik at fglgende ligningssystem er oppfylt:

(3.1) awy — agy’ + ara® = frey — foy® — fzz® + ha(zt + 47
(3.2) asxy — asy® + agx® = —f1y? — for® + faxiy + ho(z* +9°)
(3.3) azzy — agy” + agx® = f12® — foxy + fsy® + ha(z* + ¢
(3.4) —ay? — sz’ —agzy = faxy — fsy’ — fex® + ha(zt 4+ 4°)
(3.5) —agy® —asz® —asxy = —fiy* — fs2 + fexly + hs(at + y°)
(3.6) —azy® — agr® —agry = f12’ — fszy + foy® + he(z* + y°)
B.7)  —wmr’+a’y+ary? = frey — fay® — for® + he(at + 47
(3.8)  —agx® +asrPy +asy’ = —frt — fsxd + forPy + hs(zt + %)
(3.9)  —ast’ +aer®y +agy’ = fra® — fsxy + foy® + ho(zt +¢7)

Vi vil na fa bruk for felgende lemma:

Lemma 3.1 La f,g,h € kl[z,y] vere polynomer slik at fx* + gy*> + hxy = 0. Da
fins det polynomer p,q,r € k[x,y] slik at folgende er oppfylt:

fo= —py+ry’
g = —qx—rz’
h = pr+aqy

Dette lemmaet folger lett av at k[x,y] er entydig faktoriserings-omrade.

Ved hjelp av dette lemmaet er vi i stand til a finne et sett av generatorer
for Ends(M): Vi bruker de 3 fgrste ligningene til a utlede hvordan generatorene
ma se ut, og deretter sjekker vi at disse generatorene ogsa tilfredstiller resten av
ligningene.

Vi far fra ligning 3.1:

2*(ar + fzz — ha®) + y*(—ag + fo — hy) + 2y(ay — f1) =0
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Lemma 3.1 gir na :

ar + fsx — hix® = —piy+ psy’
—ay+ fo—hy = —pox — paa’
a — fi = pix+poy

for DP1,DP2,P3 € ]{J[I,y], og vi far:

ar = —f3x+ ha® — piy + psy?
as = fo—hy+ pex + psa’
a; = fi+pr+py

Tilsvarende for ligning 3.2:
2*(ag + for — fay — hax?) + y*(—as + f1 — hay) + 2y(az) =0
Dette gir:

ag + for — fay — hot® = —pyy + pey’
—as+ fi —hay = —psx — pex’
Ay = Pax + psy

for ps, ps, ps € k[z,y], og vi far:

ag = —for + f3y + hox® — pay + pey’
as = fi — hoy + psx + Pz’
Ay = psx + PsY

Og for ligning 3.3:
w*(ag — fi — haa®) + y*(—a — fs — hay) + zy(as + f2) = 0
Vi far na :
ag — fr —hsz® = —pry + poy?

—ag — fs—hsy = —psx —P9$2
az+ fo = prwv+psy

for pr,ps, po € k[z,y], og dette gir:

ag = fi+h3x® — pry + poy?
ag = —f3— hay+ psz + por’
a3 = —fo+prx+psy
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For a oppsummere, har vi na funnet at aq, ..., a9 ma ha fglgende form:

ar = fi+piz+py

a2 = p4T + psyY

az = —fo+prr+psy

ay = fo— hiy+ pox + psz’
as = fi1 — hoy + psz + per’

ag = —f3— hay—+ psx + pox”
ar = —f3z+ hiz® — py + psy’?
as = —for+ f3y + hot® — pay + pey’

ag = fi1+ hsa® — pry + poy’
Dette kan vi skrive pa fglgende mate, nar vi skriver ¢ = (aq, ..., aq):

¢ = f1(1,0,0,0,1,0,0,0,1) + f»(0,0,—1,1,0,0,0, —x,0)
£3(0,0,0,0,0, -1, —2, —y,0) + h1(0,0,0, —y,0,0,0, 2% 0,0)
hs(0,0,0,0, —y,0,0,2% 0) + h3(0,0,0,0,0, -y, 0,0, 2?)
p1(2,0,0,0,0,0,—y,0,0) + pa2(y,0,0,2,0,0,0,0,0)
p3(0,0,0,2%0,0,%2,0,0) + p4(0,2,0,0,0,0,0, —y,0)
p5(0,9,0,0,,0,0,0,0) + pg(0,0,0,0,2* 0,0,y 0)
p7(0,0,2,0,0,0,0,0, —y) + ps(0,0,y,0,0,z,0,0,0)

+ po(0,0,0,0,0,2%0,0,y%)

+ 4+ + + o+

Vi ser na mengden av 9-tupler som tilfredstiller ligning 3.1-3.3 er generert av
15 elementer. Ved innsetting sjekker man lett at disse 15 elementene tilfred-
stiller ligning 3.4-3.9 ogsa. Det folger da at disse 15 elementene er generatorer for
End (M) som A-modul.

Men det er apenbart at disse elementene ikke genererer Ends(M) fritt, sa
det eksisterer endel relasjoner mellom disse elementene. For a kunne regne videre
med Ends (M), ma vi selvsagt kjenne alle disse relasjonene. La oss derfor betrakte
undermodulen N C A' som bestar av alle relasjonene i Endy (M), og regne ut
denne.

Merk at na er End (M) en kvosient av A'® der A'® har koordinater (by, ..., by5) =

(fla f27 f37p17p47p77p27p57p87p37p67p97 hh h?a h3) Overgangen mellom disse koor-
dinatene og matrisen ¢ er da gitt pa fglgende mate:

bi +bsx +bry by + brx + biox® — bisy —bsx — bay + bioy? + bizx?
¢ = bsx + by b+ bsz + b112? —biay  —bow + b3y — bsy + b11y? + biaz?
—by + bz + boy  —bg + box + braz? — bisy b1 — bey + b12y? + by52?

Vi vet at ¢ € N hvis og bare hvis ¢(A%) C im(dy). Dette svarer til at det fins
fiyooy fo,ha, ... ho € k[z,y] slik at ¢ = (by,...,b5) tilfredstiller folgende sett
av ligninger:
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(3.10) by +bsx+bry = fiey — foy? — fax® + hi(z* +5°)
(3.11) bse +bsy = —fiy® — ford + fz2?y 4+ ha(zt +43)
(3.12) —by+ bz +boy = fra? — foxy + fsy? + hs(zt +47)
(3.13) by + by + biox? — 013y =  faxy — f5y* — fex® + ha(z? +°)
(3.14) by + bgz +bpa® —bidy = —f11° — fs23 + fexy + hs(z + o)
(3.15) —by + boz + bioz® —bisy = fax® — fsxy + foy® + he(z' +¢°)
(3.16) —b3z = bay + broy” + bize® = fraey — fey® — for® + he(a +y°)
(3.17)  —bow +bsy — bsy + buny® + biax® = —fry” — fsx® + for’y + hs(zt + 1)
(3.18) by — bey + bioy® + bisz® = fra® — fsxy + foy® + ho(z* +¢°)

Vi trenger na 2 nye lemmaer:

Lemma 3.2 La f,g,h € k[z,y] vere polynomer slik at fr+ gy+h = 0. Da fins
det polynomer p,q,r € klz,y| slik at folgende er oppfylt:

= —p—ry
g = —q—17rx
h = px—+qy

Lemma 3.3 La f,g,h € k[x,y| vere polynomer, slik at fx*> + gy +h = 0. Da
fins det polynomer p,q,r € k[x,y] slik at folgende er oppfylt:

= —p—ry
g = —q+ra’
h = pr®+qy

Som lemma 3.1 folger disse lemmaene lett av at k[x,y] er et entydig faktoriser-
ingsomrade.

Vi kan na finne generatorer for N fra ligningssystemet ved a bruke disse
lemmaene. Vi vil bruke ligning 3.10-3.15 til a beskrive hvordan disse generatorene
ser ut, og sa sjekke at generatorene tilfredstiller ligning 3.16-3.18.

Fra ligning 3.10 far vi na :

2(bs — fiy + fsr® — a®) + y(br + foy — my®) + (b)) = 0
Lemma 3.2 gir na

by — fiy + f32® —ha® = —p1 — pay
by + foy — h1y2 = —D2+p3x
bi = pix+pay
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for p1, p2, p3 € k[x,y]. Vi far da

by = fiy— fs2®+ma® —p1 — pay
by = —foy + hiy® — ps + psx
bi = pix+pay

Fra ligning 3.11 far vi
(bs + for® — faxy — hﬂg) =y(=bs — fiy + h2y2)
Dette gir

bs + for® — fazy — hat® = pay
—bs — fry + hay® = pux

for py € k[z,y]. Dette betyr at

bs = —f2$2 + fsxy + hQIES + P4y
bs = —fiy+hoy’ —paz

Ligning 3.12 gir
2(bg — frx + foy — hsa®) + y(bo — f3y — hsy®) + (=b2) = 0
Fra lemma 3.2 far vi
b — fix + foy — hst® = —ps —pry

by — f3y — hsy® = —pe+prz
—by = psx+ pey

for ps, ps, pr € k[z,y]. Det gir

be = fiz— foy+ hsx® —ps — pry
by = fay+ hay® — ps+ prx
by = —psT— pey

Tilsvarende for ligning 3.13, nar vi setter inn for by og br:

by + brx + bioz® —bizy = (—psz — pey) + 2(— fay + hiy?
— p2+ pax) + broz® — b1y
= fizy — f59° —f6$3+h4($4+yg)

Dette gir

x(wa —Pps+ h1y2 — P2 +Pp3T + f@l‘Q — h4£€3) = y(a13 + pe + le’ -+ f433 — f5y + h4y2)
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og dermed
biox — ps + hiy® — po + psz + fer® — huz® = pgy
bis + pe + for + fax — fsy + hay® = psx
for ps € k[z,y]. Vi far
pe = for® + hiy? — hyx® + p3x — ps — pgy + bo
bis = —for — fax + fsy — hay® — pe + psz
Vi ma na sette inn for p, i variablene b; og b7:
by = pix+ (fex® + hy® — haz® + psx — ps — psy + biox)y
fox? + hiy® — haz®y + pro + pay — psy — psy”® + browy
br = —foy+ iy’ — (for® + hiy® — haa® + p3x — ps — psy + biox) + pa
= —foy — f6x® + hy@® + ps + pgy — biox

For ligning 3.14, nar vi setter inn for b; og bs:

by + bsz + bua® —buy = (fer’y + hy’® — haa’y + pra
+ p3y — Psy — Psy” + biozy)
+ (= fry + hay” — paw) + bua® — by
= faf — f52® + fexPy + hs(at + o)
Dette gir
o(byx + pr — pav + fs2° — hsa® — hyx®y + psy + bioy)+
Y(=bis + my® — ps — psy + fay — hsy® — fre + hoxy) = 0
og vi far

b + p1 — pax + f52° — hsx® — hyxy + p3y + bioy = poy

—bia + hiy® — ps — psy + fay — hsy® — fix + hexy = —pox
for pg € k[z,y]. Vi har da
p1 = —f52 + hax®y + hsx® — psy + pax + poy — bioy — by
by = —fiz+ fiy+ hy® + havy — hsy® — ps — pgy + po

Vi ma na sette inn for p; i uttrykkene for b; og by:

by = fer®y + hy® — haty + o(—fs2® + hyx®y + hsa® — psy +
pa + poy — bioy — birx) + pszy — psy — sy’ + brozy
= —f52° + fer’y + hay’ + hsx* + paa® — psy — psy® + pory — biia?
by = fiy— far? + hia’® — (= fsa® + hax®y + hse® — psy +
paz + poy — broy — buix) — p3y
= fiy— f32° + fs2® + o’ — hya®y — hsa® — pyx — poy + bioy + b
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Og til slutt for ligning 3.15, nar vi setter inn for by:

—b3 + bow + biax® — bisy = —bs + x(fsy + hay® — pe + prz)
+ bgx? — bisy
= f4l‘2 — f5$y + f6y2 + hG(ZLA + y3>

Vi far na
$2(bl2 +pr— fa— h6$3) +y(—bis + f3x
+ hazy + fs2 — foy — hey®) + (—bs —psz) = 0

Lemma 3.3 gir na :

bio +p7 — fa— her® = —pio — P12y
—bis + fsx + hazy + fsz — foy — hey® = —pu1 + pra2’
—b3 —per = prox° + P11y

for p1o, p11, P12 € k[z,y]. Dette gir

bio = fat hex® — pr — p1o — P12y
bis = fsz+ fsx — foy + haxy — hey® + p11 — praz®

bs = —per — prox’ — pu1y
Vi har na funnet by, ..., b5, og vi oppsummerer:
by = —fs2® + for’y + hay® + hsax' + pax® — psy — psy® + pory — by’
by = —psx —Dpey
by = —per — Plofiﬂ2 —puy
by = fiy— fs2* + fs3® + iz’ — hyx’y — hsa® — pax — poy + bioy + bz
bs = —fox? + fszy + hot® + pay
bs = fix— foy+ hsz® — ps — pry
br = —foy— fex’ + haz® + ps + psy — biow
bs = —fiy+ hay’ — pax
by = f3y+ hsy® —ps+ prw
bio = bio
by = bn
bis = fi+het® —pr — pro — P12y
bis = —for— fax+ fsy — hay® — ps + psx
by = —fir+ fay + iy’ + howy — hsy® — ps — psy + po

bis = fsx+ fsx — foy + haxy — hey® + pi1 — praz®
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(Merk at bjp og b1 her kan betraktes som frie variable.) Vi kan skrive dette pa
folgende mate:

8
(b1,...,b15) = biovy + bi1ve + Z Ji—2v;

i=3
+  hyvg + hovig + havir + havia + hsvas + hevis
23
Z Pi—117;
i=15

der v; for i = 1,...,23 er elementer i A gitt i fplgende tabell:

’ ‘ 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 11 12 13 14 15
o 0 0 0 Yy 0 O - 0 O 1 0 0 0 0 0
v | —2?2 0 0 x 0 0 0 0O 0 0 1 O 0 0 0
U3 0 0 0 Yy 0 x O -y 0 0 0 0 0 e 0
V4 0 0 0 0 -2 -y —y 0 0 0 0 0 -2 0 0
Us 0 0 0 22 zy 0 0 O ¢ 0 0 O 0 0 T
Ve 0 0 0 0 0 0 0 o 0 o0 0 1 -2 y 0
vy | =22 0 0 22 0 0 0 O 0 O 0 o0 Yy 0 x
vg | 2%y O 0 0 0 0O —22 0 0 0 0 0 0 0 —y
vy Y3 0 0 x3 0 0 0 o 0 0 0 O 0 y? 0
vio | O 0 0 0 x3 0 0 v 2 0 0 0 O 0 xy 0
vy | O 0 0 0 0 2 0 0 ¢ 0 0 O 0 0 Ty
vig | 0 0 0 —=2%2¢y O 0 2 O 0 0 0 0 =2 0 0
viz | 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 =22 0 0 —y?
vy | 2? 0 0 —x y 0 0O - 0 0 0 0 0 0 0
vs | —y —x 0 0 0 -1 1 O 0 0 0 O 0 -1 0
V16 -y - 0 0 0 0 o -1 0 0 0 -1 0 0
viz | 0 0 0 0 0 -y O 0O = 0 0 -1 0 0 0
vig | =y 0 0 0 0 0 y O 0 0 0 O x —y 0
vig | xzy 0 0 —y 0 0 0 O 0o 0 0 O 0 x 0
vao | 0 0 —2? 0 0 0 0 0O 0 0 0 -1 0 0 0
vor | 0 0 -y 0 0 0 0 0O 0 0 0 O 0 0 1
vao | 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 -y O 0 —2?
vog | at 0 0 —a3 0 0 0 o 0 0 0 O 0 - 0

Vi ser na at mengden av 15-tupler som tilfredstiller ligning 3.10-3.15 er generert
av 23 elementer. Det er na lett a sjekke at disse 23 elementene ogsa tilfredstiller
ligning 3.16-3.18. Disse 23 elementene genererer derfor N som A-modul. Dessuten
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ser vi at betraktet som elementer i A-modulen N, har vi fglgende relasjoner:

V22 = YU — 332U21

V23 = —Ug
Vi har derfor felgende resultat:

N =<wy,...,091 >
(genererende mengde for N som A-modul). Dette gir oss at

EndA(M) = A15/ <V1y...,091 >

3.2.2 Beregning av Ext} (V,End,(M))

Vi kan na beregne obstruksjonsrommet Fxtl(V, Enda(M)). Men for oss er det
forst og fremst interessant om Fath(V, Enda(M)) = 0, for i sa fall kan vi helt
sikkert finne en konneksjon pa M. Vi vil derfor ngye oss med deler av kalkulasjo-
nen av obstruksjonsrommet.

Vivet at V= A2/ < (y?, —x), (23,y) >, sa vi har fglgende A-frie opplosning
av V:

2 .3 .3
OHV<—A2<—<8x Z><—A2<—<z yg ><—A2<—...

Vi vil betegne denne opplgsningen (L,,d,). (Siden opplgsningen av M ikke blir

brukt under denne regningen, burde det ikke oppsta forvekslinger med denne opp-
lgsningen). Ettersom Hom (A%, Enda(M)) = Enda(M)?, far viat Hom (L., Enda(M))
er fglgende kompleks:

Enda(M)? 25 Enda(M)? 45 Enda (M) — ...

Et element x € ker(d') har na formen = = (po,p1) for po, p1 € Enda(M), slik at
folgende ligning er oppfylt:

-3 )6

Dette gir oss to ligninger:

(3.19) ypo+xp1 = 0
(3.20) —po+ ;1 = 0

Vi kan na representere elementene i Enda(M) med 15-tupler av elementer fra
klx,yl], slik at po = (a1,...,a15), p1 = (b1,...,b15). Vi far da at elementet
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x € ker(d') hvis og bare hvis py, p1 € End(M) oppfyller ligning 3.19-3.20. Lign-
ing 3.19 er na oppfylt for py, p; hvis og bare hvis det fins polynomer f, ..., fo1, by, .
klx,y] slik at folgende ligningssett er oppfylt:

yar +aby = —foa® — fr2® + fsa®y + foy® + fuar® — fisy — fisy® + frowy
+ hi(z* + %)
yas +xby = —fisz — fiey + ho(z* +3°)
yaz +xbs = —fiex — foox® — fary + hs(x* + %)
yas+xbs = fry+ for + fay — f52® + fr2® + fox® — froa®y — fraw — fioy
+ ha(z* + %)
yas +abs = —fax® + fswy + frox® + fray + hs(zt + %)
yas +xbs = fsz — fay+ fu12® — fis — firy + he(zt +4°)
yar +xby = —fix — fay — fsx® + f122® + fis + fisy + ho(zt +4°)
yas +xbs = —f3y+ fioy® — fuz + hs(at +9°)
yag +xby = fsy+ fu1y® — fie + frrw + ho(z! +4°)
yaio +xbio = fi+ hio(z* +¢?)
yayr +xbyy = fo+ bzt + %)
yarz +abia = fo+ fisx® = fir — fao + haa(z* + ¢°)
yas +abis = —fix — fex + fry — fr2y® — fie + fisz + has(z* + %)
yars +xbyy = —fsz+ foy+ foy® + fromy — fis — fisy + frow + haa(zt +¢°)
yais +abis = fsx+ frx — fsy + fuzy — fisy® + for + has(at + y°)

Vi kan na finne alle lgsninger av dette ligningssettet pa tilsvarende mate som
tidligere. Da ser man at én lgsning av dette ligningssettet er a velge ay = 1, ag =
—1, be=1, by = -1, og alle andre a;,b; = 0. At dette virkelig er en Igsning,
ser man ved a sette f3 = 1, alle andre variabler som forekommer pa hgyre side
i ligningssystemet lik 0. Man sjekker na lett at dette ogsa er en lgsning av lign-
ing 3.20, for vi har:

3 2 2 2. _
—2°po + Y P1 = —Yv4 — YUg — TU7 — Vg — T V14 — YV18 — YU20 + T V21 = 0

Det folger na at @ = (po, p1) er et element i ker(d').

Vet na at x = 01 Exty(V, Ends(M)) hvis og bare hvis z € im(d"). Men
vi har at x € 9m(d°) hvis og bare hvis det fins y € End(M)? slik at folgende
ligning er oppfylt i Ends(M)?*:

a2 5)()

Dette svarer til at fglgende ligninger er oppfylte i A3:

)= (2 () ()
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for to elementer ng,n; € N. Men elementet x har konstantledd forskjellig fra null
pa 4. plass, mens begge ledd pa hgyre side av ligningen umulig kan ha konstan-
tledd forskjellig fra null pa 4. plass. Det fglger derfor at x & im(d°), og dermed
at x # 0. Vi har da fglgende resultat:

Ext (V,End (M)) 20

3.2.3 En k-linser konneksjon pa M

Vi har na vist at obstruksjonsrommet Extl(V, Enda (M)) ikke er 0, og det er
derfor ikke trivielt at det finnes en konneksjon pa M. Vi skal na beregne obstruk-
sjonen for at en slik finnes, lc(M).

Vi kan alltid konstruere en k-linger konneksjon pa M. Obstruksjonen lc(M) er
klassen til et slikt element i obstruksjonsrommet, sa vi vil komme til a trenge en
slik k-lineer avbildning eksplisitt gitt. La oss begynne med a konstruere en slik:

Vi minner om at V. =< §y,0; > som A-modul, og at vi har relasjonene
Y250 — 261 = 0 og 238y + yd; = 0. Vi vet at vi kan finne en Vs € Endy,(M) med
derivasjonsegenskap for hver 6 € V, sa vi velger slike Vs, og V;,. Ideen er na
a finne en k-basis for V, og uttrykke Vs ved hjelp av Vs, og Vs, ved a utvide
avbildningen V k-lingert.

Vi har en opplagt k-basis for A-modulen < ¢y >, som bestar av elementene
a"y™éy for n > 0, m = 0,1,2. Ved hjelp av de to relasjonene xd; = 325, og
Yo, = —x38, kan dette utvides til en k-basis for V, gitt som

V=< {z"y"0g:n>0,m=0,1,2} U{01} >

Vi vet at det er mulig a velge Vs, og Vs, i Endy (M) med derivasjonsegenskap,
siden &g, 61 € V, sa vi finner to slike elementer: Fra avsnitt 1.3 vet vi at for en
vilkarlig 6 € V, kan vi finne en A-linser ¢ : A3 — A3 slik at pogpody =
po &3 ody. Har vi funnet en slik ¢, kan vi velge Vs = 6% — ¢. Merk at p o §° o dj
nettopp er representanten for g(¢), sa for § = dy, 6; har vi allerede regnet ut denne
avbildningen. Vi identifiserer na ¢ med en 3 x 3-matrise med elementer fra k[z, y]
som vanlig, og far fglgende betingelser for ¢ i de to tilfellene § = dy, d;:

For ¢ har vi betingelsen

podody=podiod

Dette gir
ay a4 ar 1 Tey —8y? —9z3
as as ag |ody=—| —8y* —92% 1022y
as ag Qg 12 62> —Tvy Sy?

Dette er en likhet modulo im(dy), og dessuten modulo (x*+y3) i hver koeffisient.
Nar vi setter b; = 12a; for i = 1,...,9, far vi folgende ligninger:

bizy — by + bra® — Tay = fioy — foy® — f3a® + h1(374 + y?’)
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boxy — bsy? + bea® +8y> = —f1y* — fox® + fsx®y + ho(z* + ¢P)
bsxy — bgy® + bor® — 622 = fia® — foxy + fsy? + hg(a* +14°)
—biy? = bya® —brry +8y* = faxy — fsy® — for® + ha(z' +¢°)

—boy? — bsa® — bgay +92° = —fu? — fsx® + fexPy + hs(at +y?)
—bsy® — bex® — bory + Ty = fax® — fszy + fer® + he(z* + )
—bi2® + by + bry® +92° = fowy — fsy? — for® + he(zt + %)

—boa® + bsz’y + bsy? — 1027y = —fry® — fsa® + forly + hs(z + ¢?)
—bsa® 4 bex’y + boy® — 8y* = fra® — fsxy + foy’ + ho(zt +¢°)

Vi kan na velge by = 7,b5 = 8,b9 = 6, alle andre b; = 0. Dette er en lgsning, for

sett f5 = —1 og fo = —2, alle andre f;, h; = 0.
For ¢, far vi pa tilsvarende mate betingelsen

podody=podiods

Dette gir
a; as ag 1 T2 8xdy  —9x%y?
as as ag |ody= 5 8x3y —9x%y?  10xy?
as ag ag 6zy? —Ty? =83y

Vi far da fglgende ligningssystem, nar vi setter b; = 12a; for i =1,...,9:

ey —bay® + b2 =Ty = fizy — foy? = fs2® + ha(at + o)
bywy — bsy® + bsa® — 82y = —fiy® — for® + fsaPy + ho(at +3°)
bsxy — by + bor® — 6xy® = fra® — foxy + fay® + ha(z* + %)
—biy? — by’ — brwy — 8%y = fixy — fsy® — for® + ha(zt + ¢
—boy? — bsx® — bgwy + 9%y = —fay? — f52° + ferPy + hs(zt + %)
—bsy® — bgx® — bozy + Ty* = fax® — fswy + for® + he(at + ¢
—b12® + byx’y + bry? + 927y = frey — fsy® — for® + he(at +3°)
—boa® 4+ bsz®y + bsy? — 10xy° = —fry? — fsx® + for’y + hs(z + ¢
—bsa® + bga’y + boy® + 8%y = fra® — fsxy + foy + ho(z* +4°)
Vi kan i dette tilfellet velge b3 = 6y, by = —T7y,bg = 8xy, alle andre b; = 0. For
a se at dette virkelig er en lgsning, sett f, = —22, fr = 2xy, h¢ = 1, alle andre
i, hi = 0.
! Vi har na funnet V,, Vs, € Endy (M) med derivasjonsegenskap. La (f, g, h) €

A3 betegne et vilkarlig element, og identifiser Endy, (M) med Endy(A?). Da far
Vs, 0g Vs, felgende form:

f do(f) 1 700 /
Vs, | 9 = do(9) 1 080 g
h 5o(h) 006)\h



f 61(f) 1 (0 —Ty 0 /
Vs, | 9 | = | 0ulg) |- | 0 0 8y g
h 61(h) 6y 0 0 h

Vi utvider na dette til en k-lineer avbildning V : V. — Endy(M) ved a bruke den
k-basisen vi har for V: Vi setter V(dy) = Vs,, V(d1) = Vy,, og V(z"y™dy) =
x"y"™Vs,. (Dette er mulig, siden Endy(M) er en A-modul). Vi har dermed fatt
en k-linger avbildning V, slik at hver V4 har derivasjonsegenskap.

3.2.4 Obstruksjonen lc(M)

Vi minner na om at den k-linsere V-konneksjonen pa M gir opphav til et naturlig
element W € Homy (A, Homy(V, Enda(M))), som er gitt ved at W(a)(d) = Vs —
aVs. La oss for korthets skyld betegne A-modulen Homy(V, Enda(M)) for P,
da har vi ¥ € Homy(A, P). Men fra avsnitt 1.3 vet vi na at dette elementet
gir opphav til et element W € HH'(A, P). Dette er obstruksjonen lc(M). Vi vet
derfor at lc(M) = 0 hvis og bare hvis ¥ = d%(n) for en n € C°(A,P) = P =
Homy(V, Ends(M)).

Men vi har at d°(n)(a)(6) = an(d) — n(ad), sa lc(M) = 0 hvis og bare hvis
folgende ligning er oppfylt i Enda(M) for alle a € A, § € V:

(3.21) Vas —aVs = an(d) — n(ad)

Siden V og n er k-linzere, er det nok a se pa denne ligningen for k-basiser for V
og A. Slike basiser har vi alt, sa vi far at lc(M) = 0 hvis og bare hvis ligning 3.21
er tilfredstilt i folgende tilfeller:

1. Tilfellet a = x™y™, 6 = x"y*dg for n,7 >0, m,s =0,1,2.

2. Tilfellet a = 2"y™, 6 =6, forn >0, m=0,1,2.
Vi starter med a se pa ligning 3.21 i tilfelle 1: Vi har na

va§ - CLV(; = Vxn+rym+560 — l‘nymvxvﬂys(so = O
sa vi far
an(d) —n(ad) = "y n(a"y d) — n(z""y""d) =0
for alle n,r >0, m,s =0, 1, 2. Dette er ekvivalent med at
n(@"y™do) = z"y"n(do)

for alle n > 0, m = 0,1,2. Men 7 er bestemt av verdiene pa elementene i ba-
sisen for V, sa nar verdien 7(dy) = po € Enda(M) er bestemt, er ogsa verdiene
n(x"y™dy) = 2"y po bestemt for n >0, m =0, 1, 2.
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Vi kan na se pa ligning 3.21 i tilfelle 2: Vi definerer
Apm = Vanyms, — 2"y Vs,
for alle n > 0, m = 0,1, 2. Det gir fglgende ligning
z"y"n(61) — n(@"y™o) = Apm
for alle n > 0, m = 0, 1, 2. Dette er ekvivalent med fglgende to ligninger
(o) —n(xd) = A
yn(d1) —n(yd) = Aoa

siden 2"y* A, m = Aptrmss for alle n,m,r;s > 0. Men 7 er bestemt av bildet
pa basisen for V| sa hvis vi setter 1(d;) = p1 € Enda(M), gir ligning 3.21 oss
folgende betingelser pa pg, p1:

(3'22> ffpl—yon = Ao
(3.23) ypl—i‘x?’po = Aoa

Vi har na at le(M) = 0 hvis og bare hvis det fins py,p1 € Enda(M) slik at
ligning 3.22-3.23 er oppfylt.
Vi starter na med a beregne elementene A, g og Ag1 1 Enda(M): Vi vet at

AI,O - v$51 - xvél - y2v50 - xv51
1

12
= 112(—7y2f — Tzyg, —8y*g + 8xyh, 62y f — 6y*h)
Aoy = Vs, —yVs = —2°Vs, —yVs,
= 112(—x3(—7f7 —8g,—6h) —y(Tyg, —8zyh, —6yf))
= 112(7x3f — Ty*g,82°g + 8xy°h, 6y f + 62°h)

Vi trenger na a finne A, og Aoy uttrykt i koordinatene (by, ..., b15). Vi finner
da fglgende sammenhenger:

) —Ty? —Tzy 0

Ag = 2 0 -8y 8z%y
6xy 0 —692
1 2
= E(_’?y 7_71;97070703 _y10707070a070703y70)
) 3 —Ty? 0
Agp = 12 0 8z 8xy?
612 0 623
1
= E(7x37_7y27070707070707 _y707m7070707 —il')
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Vi far na folgende ligninger i A /N, nar vi setter ¢, = —12py = (a4, ..., a15) og
q1 = —12p; = (b1, ..., b1s5):

(324) —yz(al, NN 7@15) + I(bh ceay b15) + 12A1’0 =0
(325) x3(a1, Ce ,Cl15) + y(bl, ey b15) —+ 1214071 = 0
Dette gir oss at lc(M) = 0 hvis og bare hvis ligning 3.24-3.25 har lgsninger.

Ligning 3.24 har lgsning hvis og bare hvis det finnes polynomer fi,..., fo; og
hi, ..., his € k[z,y] slik at folgende ligningssystem er oppfylt:

(3.26) —yPar +aby —Ty* = —fox® — fra® + fsaPy + foy® + fraa®

— fisy — f1sy® + frozy + ha(a* +3°)
(3.27) —y2ay +xby — Txy = —fi57 — fiey + ha(zt 4+ 9°)
(3.28) —y’ag+xbs = —fiex — faor® — fay + hs(z* +y°)
(3:29) —yPas+abys = fry+ fox + fay — fs2® + fra® + for®

— f122%y — fuz — fioy + ha(z* +y*)
(3.30) —y’as +xbs = —far® + fszy + fro2® + fray + hs(at + 4%
(3.31) —yPas +abs —y = fsx — fay+ fur’ — fis — firy + he(at +3°)
(3.32) —ylar +ab; = —fiw— fay — fsx® + fr22” + fi5

+ fisy + hr(z* +y?)
(3.33) —ylas +xbs = —fsy+ froy® — fram + ha(z* + %)
(3.34) —y’ag+xby = fsy+ fuy® — fie + firz + ho(z* +y°)
(3.35) —y?ag +xbig = fi+hwo(z* +9%)
(3.36) —ylay +aby, = fo+hu(zt4+4%)
(3.37) —y’arz +abia = fo+ fisz® — fir — fa0 + haa(z* +4°)
(3.38) —y’ars+abis = —fax — for+ fry — fr2v® — fre

+ fisz + hi(a* +1°)
(3.39) —yPautabu+y = —fsx+ foy+ foy® + frozy — fis — fisy

+ frow + hua(a* + %)
(3.40) —yPais +abis = fsx+ fre — fsy + fuzy = fizy?

+ fo1 + /”L15(CU4 + Z/S)

Vi finner na generatorer for alle lgsninger av dette ligningssystemet, og sjekker
deretter at generatorene er lgsninger av ligning 3.25:
Fra ligning 3.26 far vi na :

z(by + fox + fr2® — fux — fioy — hiz®)
= ylay+ Ty + fs2® + foy® — fis — fisy + hy®)
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Dette gir

by + for + fr2® — fuz — fioy — ha® = py
ary + Ty + fs2® + foy® — fis — fisy + iy’ = px

for en p; € k[x,y], sa vi far:

by = —for — fo2* + fuzx + fioy + ha® + pry
fis = Ty+ay+ fs2® + foy® — fisy + hiy® — pix

Fra ligning 3.27 far vi da:
2(by — Ty + fis — ho®) = y(agy — fie + hoy?)
Dette gir oss
by — Ty + f15 — hot® = pay
azy — fi6+ hay® = pox
for en po € k[z,y|, sa vi far

by = Ty— fi5+ hot® + poy

Ty — (Ty + ary + fsa® + foy® — fisy + hiy® — p1a) + haz® + poy
= —ay — fsz® — foy’ + fisy — iy’ + hot® + prx + poy

fie = agy+ hay® — po

Ligning 3.28 gir oss na :
2(bs + fie + fa0r — hsz®) = y(asy — for + hsy?)
Vi far da
bs + fi6 + faor — hsz® = psy
asy — for + hsy® = psa

for en ps € k[z,y|, og dermed far vi
bs = —fis— foox + haz® + p3y
= —(agy + hay® — pa) — foox + haz® + p3y
= —agy — faox — hay® + haz® + pax + pay
fo1 = asy+ hsy® — psx

Tilsvarende har vi for ligning 3.29

w(bs — fo+ fsx — frz — for® + fia — haz®)
= ylawy + fi + f3 — f122° — fi0 + hay?)
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Da far vi
by — fot fox — frw — for® + fua— huz® = pyy
ay + fi+ fs — fr22® — fro + hay® = pax
for en py € k[x,y], og dermed

by = fo— fsz+ fro+ for® — fia+ hat® + pay
fio = agy+ fi+ f3 — fr22® + hay® — pux

by = —for — fr2® + fuzr + fioy + iz’ + pry
= —for — fr2® + fuz +y(awy + fL + fs — fr22® + hay® — paz)
+ hiz® 4+ pry
= a’ + fiy — for + f3y — fra® — fror®y + fuz + hia® + hyy?
+ D1y — D4y

For ligning 3.30
I(b5 + f4I — f10I2 — h5l’3) = y(a5y + f5.73 + f14 + h5y2)
Dette gir oss

bs + far — fio2® — hsz® = psy
asy + fsz + fu+hsy® = psx

for en ps € k[x,y], sa vi har

bs = —fix+ fiox® + hsa’ + psy
fuu = —asy— fsz—hsy? + psx
by = aw’+ fiy — for + f3y — frr® — fr2a’y + fux
+ ha® + hay® + pry — pazy + psz’
= a’ + fry — for + f3y — frr® — frory + x(—asy — fsx
— hsy? + ps7)
+ ha® + hay’ + pry — pazy + psa”
= wy’ —aszy + fry — for + f3y — fsx® — fra® — fraty
+ hia® + hay® — hswy® + pry — pazy + psa®
by = fo— fsx+ fro+ for® — fuu+ hax® + pay
= fo— fsx+ frx + for? — (—asy — fsz — hsy® + psx)
+ haz® + pay
= a5y + fo+ fro + for® + haz® + hsy® + pay — psx

Fra ligning 3.31 far vi, nar vi setter inn for fis:

—yPag +abs —y = fsx — fay + fur® — firy + h6($4 + y?’)
— (Ty + a1y + fs2® + foy® — fisy + hiy® — p1x)
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Dette gir oss

x(bg — f3 — fnx2 + fsx —p1 — h6$3)
= ylagy+1— fs—7— a1 — foy+ fis — iy — fir + hey?)

Dermed far vi

be — fa — fua® + fsz —p1 — hex® = pey
agy +1— fi—T7—a1 — foy+ fis — hy — fir + hey® = pex

for en pg € k[z,y|. Dette gir

be
a1

ba

fis

fs+ fsz + fua® + hex® + p1 + pey
= —6+4agy — f1— foy — fir + f1s — hay + hey® — pex
= —ay — fs2® — foy’ + fisy — hay® + hot® + pra + pay
= —y(—6+agy — f1 — foy — fir + fis — huy + hey® — pe)
— fs2® — foy’ + fisy — hy”® + hot® + prx + poy
6y — acy’ + fay — fsx® + firy + hoa® — hey® + pra + poy + psay
= Ty+ay+ fs2° + foy’ — fisy + iy’ — pio
= Ty+y(—=6+agy — fo — foy — fir + fis — lay + hey® — pe)
+ fs2® + foy — fisy + iy’ — prx
= y+agy’ — fay + fs2® — firy — pra — pexy

Vi setter sa inn for fi5 i ligning 3.32:

—ylar +ab; = —fix— fay — fsr® + 22 + frsy + he (2t +37)
+ (Ty + a1y + fsa® + foy® — fisy + hay” — pr)
Dette gir
z(br + fi — fr2@® + p1 + pey — hra®)
= ylary — fa+ 1+ aey — fa— frr + fis + hey®)
sa vi far

by + fi — fi22® +p1 +pey — her® = pry
ary — fi+1+asy — fi— fir + fis + hey> = pox

for en p; € k[z,y|. Dette gir

by = —fi+ fiox® + hew® — p1 — pey + pry
fis = —1—as—ay+2fi+ fir — hey® + pra
a1 = —6+agy — f1— foy — fir + fis — huy + hey® — pex

= —6+agy — f1— foy — fir — hiy + hey® — pex
+ (=1 =as — ary + 2f1 + fir — hyy” + pr)
= ~T—ay+ f1— foy — hy + hey® — hyy® — pex + pr
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Tilsvarende for ligning 3.33, nar vi setter inn for fi,:

—y’as + by = —f3y+ foy® — x(—azy — fsx — hsy® + psx)
+ hg($4 -+ y?’)

Dette gir

x(bs — asy — frx — hsy® + psz — hsl’?’) = y(asy — f3+ fioy + h8y2)
Vi far na

bs — asy — fsx — hsy® + psz — hga® = pgy
agy — f3+ fioy + hsy® = psx

for en pg € k[x,y], og dermed

bs = asy+ f5x + hsy® + hsa® — psx + psy
fs = asy+ fioy + hsy® — psz
by = as’ —aszy + fry — for + fay — fsz®
— fra® = 2’y + hax® + hay® — hsay® 4+ pry — paxy + psz’
= ay’ —asry + fry — for +y(asy + froy + hsy® — psz) — f52°
— fr2® — fror®y + hax® + hay® — hsay® 4+ pry — pazy + psz”
= agy’ — aszy + asy’ + fry — for — f527 — fra® + froy® — fr22’y
+ e’ + by’ — hsry® + hsy® + pry — pazy + pst® — psy
bs = f3+ fsz+ fuz®+ hex” + p1 + pey
= (asy + fioy + hsy® — psz) + fsz + fuiz® + hez® + p1 + pey
asy — fsx + foy + fua® + hex® + hsy® + p1 + pey — psx
fio = awy+ fi+ f3— fro2® + hyy® — puz
= ayy+ fi + (asy + froy + hsy” — psx) — fr22” + hay® — pax
= ayy +asy + f1+ fioy — fr22® + hay® + hsy® — pax — psx

For ligning 3.34 far vi, nar vi setter inn for fig:
—ytag + xby = f5y + fuy® — (a2y + hay® — pox) + frzx + ho(z* +3/°)
Dette gir
2(by — p2 — f17 — hox®) = ylagy + f5 + fr1y — az — hay + hoy”)
sa vi far

bg—p2—f17—h9$3 = Doy
agy + f5s + fu1y — az — hay + hoy> = pox
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for en pg € k[x,y|. Dermed har vi

by = fir+ hox’ + ps + poy
az = agy+ f5 + fuy — hoy + hoy® — pox
by = —asy — foor — hoy® + h3z® + pox + psy
= —ylagy + f5 + fuy — hay + hoy® — pox)
— fao — hay® + hsa® + pox + p3y
= —agy’ — fsy — fu1y® — faox + hsz® — hoy® + pax + p3y + pery
fie = axy+hay® — pox
= ylaoy + f5 + fuy — hay + hoy® — o) + hoy® — pa
= agy’ + fsy + fuy’ + hoy® — p2x — poxy
For ligning 3.35 far vi:
z(bio — h1oa®) = (awy” + f1 + hioy?)
Dette gir

b1o —hloiﬂ3 = Do

a0y’ + f1 + hiy® = proz
for en pyp € k[z,y|. Dermed far vi

bio = hioa’ + pio
fi = —awy® — hioy’ + proz
b = ay’ —asry + asy’ + fry — for — fs2? — fr2® + froy® — fra2®y
+ i’ + hay® — hsxy® + hsy’® + pry — pazy + psa® — pgry
= ay’ — aszy + asy’ + y(—awy® — hioy® + proz) — fox — f52
— f22? + froy® — fra2®y + hax® + hay® — hszy® + hey® + pry
— pary + psa’ — psay
= sy’ — aszy + agy’ — awoy’ — for — f52° — fr2° + froy® — fraaty
+ e’ + by’ — hsxy® + hsy® — haoy" + pry — pazy + psa®
— PsTY + P1oTyY
br = —f1+ fio2® + hea® — p1 — pey + pry
= —(—a10y® — hoy’ + p10x) + fr22® + hz® — p1 — pey + pry
= awy’ + f122® + h7x® + hioy® — p1 — pey + Py — Pro®
fio = aw+asy+ f1+ fioy — fr22® + hay® + hsy® — paw — psa
= ay+asy + (—aoy® — hioy’® + poz) + fioy
— f122® + hay® + hsy® — paz — psx
= auy+ asy — a0y’ + froy — fr22” + hay® + hsy’
— hioy® — pax — psx + prox
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Tilsvarende har vi for ligning 3.36:
z(biy — huz®) = (any® + huy’ + fo)
Dette gir

b1 —hnﬂ?g = Pu

any’ +huy’ + fo = pnz
for en py; € k[z,y]. Da far vi

biu = hna®+pn
fo = —any® —huy’ +puz
b = ay’ — asxy + asy’ — aroy’ — for — f53° — fra® + froy® — froa®y
+ i@’ + hay® — hswy® + hsy® — haoy" + pry — pazy + psa®
— P8TY + PioxyY
= sy’ — aszy + agy® — arwy’ — w(—any’ — hny’ + puz) - fsr’
— f12® + fioy® — fra2®y + hx® + hay® — hszy® + hey® — haoy”
+ 1y — pary + pst’ — Py + Proxy
= wy’ — aszvy + asy’ — aroy’ + anxy’ — fsx® — fr2¥ + froy?
— f122%y + ha@® + hyy® — hszy® + hey® — haoy* + huzy® + pry
— pary + psa® — psay + proxy — pu’
by = asy+ fo+ frx+ for® + huz® + hsy® + pay — psa
= asy+ (—any® — huy’ + puz) + frz + for® + hat® + hsy®
+ P4y — D5
= a5y — any’ + frx + for® + hax® + hsy® — huy® + pay
— DsT + pnx

Fra ligning 3.37 far vi da
x(bia — fizx — h12$3) = (a12y2 + fo — fir — fao + h12y3)
Dette gir

bia — f13$ - h12$3 = P12
ar9y® + fo — fir — fao + hi2y® = prox

for en p12 € K[z, y]. Dermed far vi

bis = fisz+ hiaz® + pra
fo = —any®+ fir+ fa0 — hioy® + prox
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Tilsvarende for ligning 3.38 nar vi setter inn for fs, fig 0g fis:

viays +abis = —fix — x(—a12y2 + fir + fa0 — h1oy® + pr2x) + fry
— fr2y® — (a9y® + f5y + fuy® + hoy® — pax — pozy)
+ (=1 — ag — ary + 2f1 + fir — hey® + pr)
+ hlg(lA -+ y3)
Dette gir

x(b1s — aray® + fo0 — hiay® + prax — p2 — poy + 1 + agy + azy — fi
+ hry? — prz — hiza?)
= ?J(a13y + fr = fioy —agy — f5 — fuy — h9y2 + h13y2)

og dermed far vi

biz — a12y” + foo — hioy® + p1at — p2 — poy + 1 + agy + ary — fa
+ h7y2 — pr — hizz® = P13y
a3y + fr — fi2y — aoy — f5s — fuy — hoy® + hizy® = puax

for en py3 € k[z,y]. Vi har da

bis = —1—agy—ar+apy’ + fi— fao — hey’ + hioy® + hisz® + ps
+ PrT + Poy — P12 + P13y
fr = agy —awy+ fs + fuy + frzy + hoy® — hasy® + pisx
by = asy—any’ + frr+ for’ + hax® + hsy® — hiy® + pay — psz + priz
asy — any’ + x(agy — arsy + f5 + fuy + fr2y + hoy® — hasy?
+ p13x) + for® + hyz® + hsy® — huy® + pay — psz + puz
= asy + agry — any’ — a1szy + f5x + for® + fuzy + frory
+ hyx® + hsy® + hoxy? — hiy® — hiszy® + pay — pse + pua
b = ay’ —aszy + asy’ — arey’ + anzy’ — fsa® — fra® + froy”
— f122%y 4+ hi@® + hyy® — hszy® + hey® — haoy" + huxy® + pry
— paty + s’ — psy + provy — pna’
= a4y2 — asTY + a8y2 - Clloy3 + auIyQ - f59€2 - $2(a9y — @13y
+ f5+ fuy + fi2y + hoy® — hasy® + pisz) + froy”
— frx®y + hia® + hay® — hsxy® + hsy® — haoy" + hnay® + pry
— pary + psa® — psry + proxy — pur’
= ayy’ — asry + agy’ — agr’y — arpy’ + anay® + aza’y — 25z’
+ fioy® — fmay — 2 12y + e’ + hay® — hsey® + hsy’?
— hoz®y? — haoy" + huwy® + hisa®y® + pry — pazy + psa’
— psxy + proxy — prua’ — pisa’
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For 3.39 far vi, nar vi setter inn for fs, fs, fi5, fis 08 fio:

—y’ars + by +y = —w(asy + foy + hsy’ — pst) + y(—aiay®
+ fir + fao — ha2y® 4 proz) + foy + frowy
— (y + agy® — fay + fs2® — fizy — pr@ — pery)
—y(—1—ag — ary + 2fs + fir — hey” + pra)
+ 2(aay + asy — aroy® + froy — fr22® + hay® + hsy?
— haoy® — pax — ps + prox) + haa(z’ +y°)
Dette gir oss

r(—agy + a0y’ + bia + fsx — froy + f122® — huy® + haoy®
— h1a®® — p1+ pa — Pey + Pry — Prot — Pr2y)

= y(—1+ary — awy’ + auy — f1+ foy + fir + fao + by
— hiay® + hiay?)

Dermed har vi at

—agy + aywy’ + b + fsx — fioy + fr22® — hay® + hioy”
— h142® — p1 + P4t — PeY + PryY — P1oT — P12y = Py

—1 4 ary — aroy® + any — fa+ foy + fir + fao + hay”
— hiay® + higy® = puz

for en piy € k[z,y], sa vi far da

by = awy— awy’ — fsx + foy — fr22® + hay® — haoy®
+ hyat® + p1 — pax + Py — Py + ProT + P2y + Pray
fir = 1=awy+any® — auy + f1 — foy — foo — hey® + haoy®
— hiy® + puz
by = fir+ hox’ + pa + poy
(1 — ary + ary® — awy + fa — foy — fa0 — hey” + hizy®
— h1ay® + prax) + hoz® + ps + poy
= 1 —agy+ aoy’ — auy + f1— foy — fao — hay® + hox® + haay®
— h14y® + P2 + poy + prax
by = 6y—aey’ + fay — fs2® + firy + hoa® — hey® + pr& + poy + peay
6y — acy’ + fay — fs2® + y(1 — ary + arny® — aray + fa — foy — fao
— hy® + hioy® — haay® + praz) + hat® — hey® + p1a + pay + pery
= Ty —asy’ — ary’ + ary® — auy® + 2f1y — fs3® — foy® — faoy
+ hox® — hey® — hry® + hor®y + haay® — hiay® + p1x + 2pay + pery
+ poy” + prazy
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Merk her at vi skulle erstattet fi7 med uttrykket ovenfor ogsa i fs, fis og fi5 for
a veere fullstendige. Men vi ville ikke komme til a ha bruk for disse uttrykkene i
det som fglger. Til slutt far vi for ligning 3.40, nar vi setter inn for f; og for:

—vPais + xbis = fsx+ x(agy — ay + f5 + fuy + fi2y + hoy®
— hisy® + pi3x) — fsy + fuzry — fi3y°
+ (azy + hay® — p3z) + hys(2* + ¢°)

Dette gir
x(—agy + a3y + bis — 2f5s — 2f11y — fi2y — hoy® + hizy® — hysa®
+ p3 — p13T)
= ylaz + a5y — fs — f13y + hay + hisy?)
sa vi har

— agy + a3y +bis — 2f5 — 2f11y — fi2y
— hoy® + hizy® — hisa® + ps — p1sT = pisy
az + a5y — fz — fisy + hay + hisy® = pisx

for en py5 € k[z,y|. Dermed far vi

bis = agy — azy + 2fs + 211y + f12y + hoy® — hazy® + hisz® — ps
+ p13T + P15y
as = —aisy+ fs + f13y — hay — hasy® + pisx

For a oppsummere, har vi da felgende form for alle lgsninger av ligningssystemet:

a1 = —T7—ary+ fs— foy — hiy + hey® — hzy® — pex + pra
ay = agy+ fs+ fuy — hay + hoy® — pox
az = —aisy+ fs + f13y — hsy — hisy® + pis
Ay = Q4
as = as
ag = Qg
ar = ar
ag = asg
ag = Q9
aip = Qo
ai; = ai
G2 = Q12
a3 = as
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Q14

15
by

by

bs
bs

bis

Q14

ais

asy® — aswy + asy® — agr®y — aroy’ + anwy’ + arzr’y — 2f5z°
+ fioy® — fuxty = 2fiaty + ha’ + hay’ — hsay® + hsy’

— hoz®y? — haoy* + huzy® + hisa®y® + pry — pazy + psa’

— psxy + proxy — prua’ — pi3a’

Ty — asy’ — a7y’ + arny® — any® + 2f1y — fs3® — foy® — faoy
+ haw® — hey® — hey® + hor®y + hisy® — hiay® + pro + 2pay
+ pery + poy® + prary

—agy® — fsy — f11y® — faox + hsz® — hoy® + pox + p3y + pory
asy + agry — any’ — azry + f52 + for’ + fuzy + frozy

+ hyx® + hsy® + hoxy® — h11y® — hiszy® + pay — psx + pue
—f1x + frox® + hsz® + psy

asy — fsx + fioy + fur® + her” + hsy® + p1 + pey — psa
a10y® + f122” + hz2® + hioy® — p1 — pey + pry — Prox

asy + f57 + hsy® + hsa® — psx + psy

1 — azy + a1ay® — aray + fa — foy — fao — hay® + hoa® + hyoy?
— huy® + p2 + poy + prux

hio2® + 1o

haiz® + piy

f132 + h1o2® + pra

—1 — agy — ar + a2y’ + f1— f20 — hey® + hazy® + haza® + po
agy — a0y’ — fsx + froy — fr22® + hay® — haoy®

+ h1at® 4 p1 = pa + pey — pry + Prox + Proy + pray

agy — arzy + 2fs + 2f11y + fi2y + hoy® — hizy® + hisz® — ps
+ P13% + P15y

Vi betrakter her samtlige variable som forekommer pa hgyre side som frie. Vi
har dermed vist at (aq,...,a5,01,...,b15) er en lgsning av ligning 3.24 hvis og
bare hvis disse variablene har en form som vist ovenfor.

Men na kan vi skrive (ay,...,a5,b1,...,b15) pa folgende mate:

((11,..

ars, b, bis) = wg A+ faun + frus + fsug + fous + frous

21

+  fuue + frour + fizus + foouo + Y ai—su
i=10

36 51
+ Z hi—o1u; + Z Di—36W;

1=22 =37
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., usy gitt 1 fglgende tabell:

for 30-tupler uy, . .

as a4 as ag ary as ag aijp @11 G122 Q13 14 a1s
bir bio

a2

ai

bia  bis

b3

b3 by bs  bs by bg by big

ba

by

Ty

2y

-y

—2x2

2y

LY

0

—222y

—xy

.”L‘y2

Uo

U1

U2

us

Uy

us

Ug

u7

ug

Ug

u10

Uil

U12

u13

Ui4

Uis

Uie

uyr
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a15
A14

a13

aix a2 -
a9 a10

asg

! b11

ae

as

Gy

as

a2

ai

b1z bua

b1z

b
b(; b7 bg b9 10

b b3 b4 b5
2

by

I2y

—xy?

y2

—y?

3y _ ny
€T

2
—x2y

LL’y3

2
22y

uig

ui9

U20

Uu21

U22

Uu23

U24

U2s5

U26

U7

U28

U29

uso

us1

U32

uss

U34

uss
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az a3 a4 as ag Ay Ag A9 Gip Q11 Q12 (13 Q14 Q15
b11 bis

ai

b1z bus

b12

bo b3 by bs bs by bg by big

by

2y

—xy

Ty

—xy

0
zy

Ty

Uuse

us7

uss

U39

U40

Uq1

U42

Uyg3

Ug4

Ug5

U4g6

Uq7

U48

U4q9

Us0

Us1

Men vi ser na lett at ug ogsa er en lgsning av ligning 3.25 :

.,0) +y(0,7y,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,—1,0,0) = zvy —v; =0

23(=17,0, ..

Dette betyr at ug er en lgsning av ligning 3.24-3.25, og det fglger derfor at lc(M) =

0.
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3.2.5 V-konneksjonene pa M

Vi vet na at le(M) = 0, sa det finnes en V-konneksjon pa M. Regningen i
foregaende avsnitt gir oss imidlertid ikke bare at lc(M) = 0, men ogsa et eksplisitt
uttrykk for en V-konneksjon VY pa M. Vi har

1

p = —75(=7.0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
1

n = _5(0,7%0707070,0,0:1>0a0a07_17070)

Vi minner om at vi alt har regnet ut en k-linser konneksjon pa M, V. Vi setter
na

V(%) = V(d) + po
VO6) = V(&) +m

Dette gir oss altsa en A-lineer avbildning V° : V — End, (M), slik at for hver
§ € V har vi at V°(0)(am) = aV°(8)(m) + d(a)m for alle a € A, m € M. Dette
er en V-konneksjon pa M, og vi kan finne dens eksplisitte uttrykk.

La oss derfor skrive V§ = V%(dy), og V§ = V°(41). Vi har da to elementer
V3., V3, € Endy(M) som beskriver konneksjonen fullstendig. La oss representere
et vilkarlig element i M med det tilsvarende trippelet (f,g,h) av elementer i
k[z,y]. Vi har da folgende uttrykk for V3 , V7§ :

f ()Y (0 0 0\[f
Vol g | = | dolg) 450 -1 0 g

h So(h) 0 0 1 h

f 51<f) 1 0 —y z? f
Vilo| = |9 |+5[0 0 —w ||y

h &1(h) 0 -z 0 h

Vi vet na at enhver annen V-konneksjon pa M, V har formen V = V° +
A, der A € Homy(V,Ends(M)) er et potensial. Vi kan derfor bestemme alle
V-konneksjoner pa M ved a bestemme alle potensialene. Men vi har na at et
potensiale er gitt ved sin verdi pa dy og d;. Vi identifiserer derfor A(dy) = po og
A(61) = p1, og da har vi 1-1 korrespondanse mellom potensialer og valg av to
elementer pg, p1 € Enda(M) som oppfyller folgende ligningssystem:

—’po+ap = 0
’po+ypr = 0

Vi minner om at lgsningsmengden av ligning 3.24 var ug+ < uq,...,us >. Dette
betyr at lgsningsmengden til den tilsvarende homogene ligning,

—y2(a1, ey 51) -+ .T(bl, ey b51) =0
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er < uy,...,us >. Vimerker oss at dette er ngyaktig den fgrste av de definerende
ligninger for potensialene. Vi setter derfor N =< uy,...,u5; > som A-modul.
Man kan na sjekke at hver av de 51 generatorene for N ogsa er en lgsning av den
homogene versjonen av ligning 3.25:

$3(Cl1, e ,CL15) + y(bl, e ,b15) =0

Denne ligningen svarer ngyaktig til den andre av de definerende ligningene for
potensialene. Vi har derfor at Homs(V, Enda(M)) = N som A-modul. Enhver
V-konneksjon pa M har derfor formen V = V°+ A, der A er potensiale svarende
til et element 1 V.

Vi merker oss til slutt at dette selvsagt ikke er en fullstendig beskrivelse
av alle potensialene, og derfor heller ikke av alle V-konneksjonene pa M. For
a kunne gi en slik fullstendig beskrivelse, matte man ha regnet ut A-modulen
Homa(V, End(M)) som en kvotient av A5!. Dette skal vi forsgke a gjgre her.

3.3 Krumning

For enhver V-konneksjon V pa M, kan man regne ut krumningen til V. Det er
altsa en avbildning fra VA4V og inn i Enda(M), og vi ser umiddelbart at i vart
tilfelle, er VA4 V en A-modul generert av elementet dy A ;. Krumningen Ry er
derfor bestemt av Ry(dp A d1). Vi skriver ofte Ry (dg, d1) istedet for Ry (dg A 67).

Vi er na interessert i krumningen til den konneksjonen som vi har funnet
eksplisitt, VO:

f f
RVO (607 51) g = (vgovgl - Vgl Vgo - vgoél—él(sﬂ) 9
h h

01(f) — 15 (yg — 2°h)
= Vo | dulg) — H(zyh)
o1(h) — Tlg(l"g)

do(f)
- Vgl 50(9)_T129
do(h) + 15h
f
- voi(sl g

= 0

Vi ser na at V-konneksjonen V° har krumning Ryo = 0, og dette er derfor en
integrabel V-konneksjon pa M.
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Legg imidlertid merke til fglgende: Vi vet at V A4 V har stotte i kun ett
punkt (det singuleere punktet), nar vi betrakter denne A-modulen som et knippe
over Spec(A). Det er fordi dim(A) = 1. Siden krumningen er en avbildning
Ry : VA4V — Enda(M), folger det at im(Ry) ogsa har stgtte i kun ett punkt.
Dersom Enda(M) er en torsjonsfri modul, fglger det at V-konneksjonen ma vaere
integrabel. I vart tilfelle vet vi ikke dette, og det er derfor ngdvendig a regne ut
krumningen.

Fra avsnitt 1.3 vet vi na hvordan alle de andre integrable V-konneksjonene
pa M ser ut, i form av betingelser pa potensialene A som er ngdvendige og
tilstrekkelige for at V° 4 A skal veere en integrabel konneksjon. Vi nevner at det
er av interesse a kalkulere hvordan disse konneksjonene ser ut, men vi skal ikke
forsgke a gjgre det her.

3.4 Monodromi

Siden FEjg er en av de irredusible kurve-singularitetene, kan vi kalkulere monodromi
for V-konneksjonen V° pa M. Vi vet fra den generelle situasjonen at A, =
k[t,t7'], og at M,y er Ap,y-fri av rang 2 (siden M har rang 2). La oss forst finne
en eksplisitt isomorfi ¢ : k[t,t7']* — My,y: Vi velger da ¢(a,b) = (a,b,0) for
alle a,b € k[t,t7!]. Denne avbildningen har en invers, gitt ved at ¢—'(a,b,c) =
(a+te,b+t%c) for et vilkarlig element i M,y representert ved (a,b,c) € k[t, t71]>.

Vi vet na at det finnes en Dery(k[t, ¢1])-konneksjon pa M.y, som er gitt ved
dens verdi pa 2. Vi ma finne elementet V(% € Endy(A,,) eksplisitt. Men vi har

at k[z,y]/(z* + v®) = k[t?, '], under isomorfien z — t3, y — —t*  og dessuten
at Derp(A) er generert av elementene dg, d;. Dette gir oss at 125y = t%, og at
126, = tG% som elementer i Dery(k[t,t']). Vi finner derfor folgende uttrykk for

VY (a,b) for et vilkarlig element (a,b) € k[t, t7]*:

ot

V(0 = o (2 96(0,0)
- (sd4)
(b)) — bt}

Dette gir oss to forste ordens differensial-ligninger, pa fglgende form:

da
ot
b
ot

~+ | > O
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Nar vi lgser disse ligningene i C—{0}, finner vi at a = C, b = Dt for konstanter
C, D € C, og disse lgsningene er selvsagt entydige. Men begge disse funksjonene
kan utvides til analytiske funksjoner pa hele C. Det folger at V-konneksjonen
VO gir triviell monodromi, og at vi far en basis {(1,0), (0,%)} for ker(V°), som
gjelder for hele C — {0}.

Vi har dermed vist at den spesielle V-konneksjonen V° gir triviell monodromi.
Vi nevner til slutt at det ville veere interessant a undersgke om det finnes andre
V-konneksjoner pa M, med ikke-triviell monodromi, og a regne ut den tilsvarende
ekvivalensrelasjonen som er nevnt i 2.4. Det skal vi imidlertid ikke gjore i denne
oppgaven.

3.5 Noen konsekvenser

Vi har altsa vist at det finnes en basis {(1,0), (0,¢)} for k-vektorrommet ker(V").
Disse elementene ligger da spesielt i M.}, og er pa formen (1,0, 0) og (0,¢,0). Vi
gnsker na a lgfte disse elementene til M, og finne undermodulen M, C M som
er generert av de tilsvarende elementene.

Vi ser umiddelbart at (1,0, 0) kan betraktes som et element i M pa en naturlig
mate. Siden t ¢ A, kan vi ikke finne noe tilsvarende element i M. Vi betrakter
isteden elementet t~1(0,¢,0) = (0,1, 0). Vi definerer sa My = A?, og avbildningen
¢ My — M, ved at ¢(a,b) = (a,b,0) for vilkarlige elementer a,b € A. Dette er
opplagt en injektiv avbildning, og vi ser ogsa at coker(¢) = A/m? der m C A
er det maksimale idealet m = (x,y) som svarer til det singuleere punktet i X =
Spec(A). Vi far folgende korte, eksakte sekvens:

0— My — M — A/m*> —0

Dette gir at M er en ekstensjon av A/m? med My, si M kan oppfattes som
et element i Extly(A/m? My).
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